Algoritmos y Estructuras de Datos
Hoja 5/5
Primer parcial. 4 de marzo de 2.005

Resolver cada pregunta en una hoja distinta. No hay que entregar esta hoja con el examen.

1. Escribir una especificación formal, usando el método axiomático, del TAD Tabla de dispersión abierta, en la que se almacenarán elementos que son pares de (clave, valor), con las siguientes operaciones: (2 puntos)
· crear: crea una tabla con un determinado número de cubetas mayor que cero.

· insertar: mete un elemento en la tabla.

· esVacia: comprueba si la tabla está vacía.

· tamaño: devuelve el número de cubetas de la tabla.

· está: indica si un elemento está en la tabla consultando por su clave.

· cuántos: indica cuántos elementos hay en la tabla.

· consulta: devuelve el valor asociado a la clave de un elemento en una tabla.

· suprimir: elimina un elemento (clave, valor) de la tabla, dada la clave.

Hay que tener en cuenta que la inserción de un elemento cuya clave ya está equivale a sustituir su valor por el nuevo, y que si eliminamos un elemento, su clave ya no estará en la tabla ni ningún valor asociado a ella. Se supone la especificación del TAD Natural vista en clase.

Solución:

NOMBRE

tabla_de_dispersión (clave, valor)

CONJUNTOS

X: conjunto de naturales positivos

T: conjunto de tablas 

K: conjunto de claves 

V: conjunto de valores 

B: conjunto de booleanos 

N: conjunto de naturales 

M: conjunto de mensajes 

SINTAXIS

crear: X ( T

insertar: T x K x V ( T

esvacía: T ( B

está: T x K ( B

tamaño: T ( X

cuántos: T ( N

consulta: T x K ( V U M

suprimir: T x K ( T

SEMÁNTICA  (k, k’( K; (t ( T; (v ( V; (x ( X

esvacía (crear (x)) = true

esvacía (insertar (t, k, v)) = false

está (crear (x), k) = false

está (insertar (t, k, v), k’) =  SI k = k’ ( true (está (t, k’)

tamaño (crear (x)) = x

tamaño (insertar (t, k, v)) = tamaño (t)

cuántos (crear (x)) = cero

cuántos (insertar (t, k, v)) =  sucesor (cuántos (suprimir (t, k)))

consulta (crear (x), k) = “no está”

consulta (insertar (t, k, v), k’) =   SI k = k’ ( v ( consulta (t, k’)

suprimir (crear (x), k) = crear (x)

suprimir (insertar (t, k, v), k’) =   SI k ( k’ ( insertar (suprimir (t, k’), k, v) ( suprimir (t, k’)

ASERTO INVARIANTE

Cuando a la entrada de una operación aparezca un mensaje, la operación devolverá el mismo mensaje.

2. Llamamos árbol AVL2 a un árbol binario de búsqueda donde la diferencia en altura entre los subárboles izquierdo y derecho de cada nodo no es mayor que 2. (2,5 puntos)
a) Explicar cómo serían los rebalanceos en las inserciones para mantener la condición de equilibrio en un árbol AVL2. Sugerencia: considerar los mismos casos que en un AVL, y comprobar mediante el cálculo de las alturas que también funcionan en AVL2.

b) Dada la siguiente cadena de inserciones: 1, 2, 3, 4, 5, 6, explicar cómo quedaría un árbol AVL y un AVL2 tras cada inserción. Indicar el número de comparaciones y el tipo de rotaciones necesario para cada tipo de árbol. 

Solución:

La forma de realizar los rebalanceos en un árbol AVL2 coincide con la de árbol AVL. Vemos el caso de insertar por la izquierda. Por la derecha sería de forma simétrica. Sólo hay que comprobar que la condición de balanceo se mantiene tras aplicar las rotaciones:




b) Mostramos en un árbol AVL cómo queda el árbol tras cada inserción, y pondremos cuántas comparaciones se hacen en cada inserción, y cuándo se hace una rotación:











Con lo que en AVL hay 11 comparaciones y 3 rotaciones. En AVL2:














lo que representa 13 comparaciones y 3 rotaciones.

3. Programar una operación en pseudocódigo que encuentre todas la palabras que aparecen en un árbol trie y que coincidan con una cadena de caracteres pasada como parámetro. Esta cadena puede incluir un carácter especial “?” que significa que en esa posición puede haber cualquier carácter. Por ejemplo, la cadena “c?s??” puede corresponder a “casas”, “costa”, “caspa”, “cosas”, etc. La función debe ser lo más eficiente posible, evitando moverse por ramas del árbol donde no pueda haber solución. Suponer que existe sobre el tipo trie una operación Consulta (n: trie, c: carácter): trie  y un iterador del tipo para cada carácter c hijo del nodo n hacer. (2,5 puntos)
Solución:

Suponemos que disponemos de las operaciones: “+” para concatenar un carácter a una cadena; Longitud(c), que devuelve la longitud de la cadena c; Crear(c), que crea la cadena vacía, y podemos acceder al carácter i-ésimo de la cadena c con c[i].

operación ListaPalabras (t: NodoTrie; cad: cadena)

var  pre: cadena

Crear(pre)


ListarSubpalabras( t , cad , 1 , pre )
//Listará las palabras pasando la cadena, la 

//posición por la que vamos y la subcadena que

//llevamos formada (almacenada en pre)

operación ListaSubpalabras (t: NodoTrie[T]; cad: cadena; pos: entero; pre: cadena)

var  aux: NodoTrie

si (pos == Longitud(cad)+1 Y Consulta(t, $) ≠ NULO) entonces 
//Hemos llegado al final 

//de la cadena y está la palabra

Escribir(pre)

sino si pos ( Longitud(cad) entonces
//Si queda cadena por recorrer

si cad[pos] ≠ ? entonces 
//Sólo hay que evaluar a partir de ese carácter 

aux=Consulta( t , cad[pos] )



si aux ≠ NULO entonces
//en caso de estar



ListarSubcadenas( aux , cad , pos+1 , pre+cad[pos] )


finsi

finsi


sino



para cada c en T hacer



aux:= Consulta(t, c)




si aux ≠ NULO entonces
ListarSubcadenas( aux , cad , pos+1 , pre+c )


finsi



finpara

finsi
4. Los marcianos han decidido invadir el planeta, otra vez. Su plan es el siguiente. Inicialmente invadirán un conjunto de ciudades seleccionado. A partir de ahí, moverán sus naves por todos los caminos posibles, invadiendo las ciudades que encuentren. Es decir, si en cierto instante han invadido una ciudad X, a continuación enviarán naves para invadir (de forma simultánea) todas las ciudades adyacentes a X, que no estén ya invadidas o siendo invadidas. Diseñar un algoritmo para resolver las dos siguientes cuestiones: (3 puntos)
a) cuánto tiempo tardarán en invadir todo el planeta, y por qué caminos se moverán (suponer que a cada ciudad sólo se llega desde un sitio);

b) aplicar el algoritmo al ejemplo siguiente.

Datos del problema. Existen n ciudades, numeradas desde 1 hasta n. La matriz H, de tamaño nxn, indica en cada posición H[X,Y] el tiempo que se tarda desde la ciudad X a la Y. La matriz no es simétrica y tendrá un valor infinito si no existe conexión de X a Y. Además, una vez han llegado a una ciudad, los marcianos tardan cierto tiempo en invadirla, según la resistencia que encuentren. El array F, de tamaño n, indica en cada F[X] el tiempo de invadir la ciudad X. Las ciudades invadidas inicialmente están dadas en el array I, de booleanos, siendo I[X] = true si y sólo si la ciudad X es un punto de inicio de la invasión.



Solución:

Estudiando detenidamente el enunciado podemos ver que se trata, una vez más, de una variante del problema de caminos mínimos. Esta variante tiene dos particularidades: a) se buscan los caminos mínimos desde las ciudades de invasión hasta todas las demás, y b) los nodos tienen un coste asociado. Teniendo en cuenta que el grafo es dirigido, podemos resolver la segunda cuestión sumando a cada arista H[X,Y] el coste del nodo de destino, F[Y]. Por otro lado, para aplicar el algoritmo de Dijkstra, que trabaja con un solo nodo de origen, podemos añadir un nodo ficticio, que tenga una arista de coste F[W] con todas las ciudades iniciales de invasión, W.

Por lo tanto, podemos construir una matriz de costes, C: array [0..n, 0..n], que se puede pasar directamente al algoritmo de Dijkstra (tal y como se vio en clase, sin modificarlo) para resolver el problema. El nodo 0, la ciudad ficticia, será el nodo origen del algoritmo. Una vez con los resultados del algoritmo de Dijkstra, el tiempo en invadir el planeta será max(i=1..nD[i], y los caminos por los que se mueven los marcianos vienen dados por los pares (P[i], i).

En definitiva, el algoritmo para resolver el problema sería el siguiente:

operación Invasión (H: array [1..n, 1..n] de entero; F: array [1..n] de entero;

 

I: array [1..n] de booleano; var tiempoTotal: entero; var caminos: Lista(entero,entero))


var C: array [0..n, 0..n] de entero


para i:= 1, ..., n hacer


para j:= 1, .., n hacer



C[i, j]:= H[i, j] + F[j]



finpara


si I[i] entonces C[0, i]:= F[i]



sino C[0, i]:= +(


C[i, 0]:= +(

finpara


Dijkstra(C, D, P, 0)


tiempoTotal:= max(D[1], D[2], ..., D[n])


caminos:= {(P[1],1), (P[2],2), ..., (P[n],n)}

El resultado sobre el grafo de ejemplo se

muestra a la derecha. El tiempo total en

invadir el planeta es 21.
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Los tiempos de invadir cada ciudad, F, se indican entre paréntesis. Las ciudades iniciales de invasión son las que aparecen señaladas en gris.
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c) Caso ID(A)





d) Solución caso ID(A): RDI(A)
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a) Caso II(A)





b) Solución caso II(A): RSI(A)








