Algoritmos y Estructuras de Datos. I.T.I. Gestión. 

Primera parte. 6 de septiembre de 2005

1. Suponer que tenemos las especificaciones formales de los TAD Lista[T] y Natural, con las siguientes operaciones:

· Natural: cero, sucesor, esCero, esMenor, suma, resta, multiplica, doble, mitad.

· Lista[T]: vacía (devuelve una lista sin elementos), inserta (dada una lista y un elemento, añade ese elemento en la primera posición de la lista).

Queremos añadir las siguientes operaciones al TAD Lista[T]: sacaPares (dada una lista cualquiera, devuelve otra lista en la que se ha eliminado el 2º elemento, el 4º, el 6º, etc., es decir, se eliminan todos los elementos ubicados en posiciones pares), primeraMitad (dada una lista con k elementos, devuelve otra lista con los elementos 1º, 2º, ..., hasta el k/2-ésimo incluido), segundaMitad (dada una lista con k elementos, devuelve otra lista con los elementos k/2+1-ésimo, k/2+2-ésimo, ..., hasta el k-ésimo). Escribir la sintaxis y la semántica de las operaciones añadidas. Se pueden incluir otras operaciones, pero será necesario especificarlas también. Nota: usar mitad(k) para obtener k/2. (2 puntos)

Solución:

sacapares (vacía) = vacía

sacapares (inserta (e, vacía)) = (inserta (e, vacía))

sacapares (inserta (e, inserta (i, l))) = inserta (e, sacapares (l))

Podemos escribir la especificación de primeraMitad y segundaMitad añadiendo tres operaciones más: tamaño, pM y sM.

tamaño (vacía) = cero

tamaño (inserta (e, l)) = sucesor (tamaño (l))

primeraMitad (l) = pM (l, mitad (tamaño (l))

pM (l, cero) = vacía

pM (inserta (e, l), sucesor (n)) = inserta (e, pM (l, n))

segundaMitad (l) = sM (l, mitad (tamaño (l))

sM (l, cero) = l

sM (inserta (e, l), sucesor (n)) = sM (l,n)

2. Considerar la estructura de relaciones de equivalencia vista en clase, mediante árboles de punteros al padre, usando las técnicas de balanceo de árboles y compresión de caminos. Mostrar un ejemplo, con sucesivas operaciones de unión sobre una relación inicialmente vacía, donde uno de los árboles crezca hasta profundidad 3. Se debe mostrar en cada paso los valores de la tabla y la estructura de árboles asociada. (2,5 puntos)

Solución:

Consideramos 8 elementos y realizaremos sucesivas operaciones de unión de manera que no se realice compresión de caminos, para lo que las uniones se realizarán siempre sobre elementos que son raíz de algún árbol. Además, para que no se aproveche el balanceo cuando se hagan las uniones estas serán siempre de árboles con la misma altura. De esta manera conseguiremos un árbol de altura tres con el menor número de uniones. La secuencia de operaciones será:


Crear(R)

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	R
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0



Union(R, 1, 2)

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	R
	-1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0




Union(R, 3, 4)

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	R
	-1
	1
	-1
	3
	0
	0
	0
	0




Union(R, 5, 6)

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	R
	-1
	1
	-1
	3
	-1
	5
	0
	0




Union(R, 7, 8)

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	R
	-1
	1
	-1
	3
	-1
	5
	-1
	7




Union (R, 1, 3)

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	R
	-2
	1
	1
	3
	-1
	5
	-1
	7







Union ( R, 5, 7)

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	R
	-2
	1
	1
	3
	-2
	5
	5
	7








Union ( R, 1, 5)

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	R
	-3
	1
	1
	3
	1
	5
	5
	7




3. Un árbol B de orden p = n+1 se usa para almacenar valores enteros. La definición del tipo de datos es la siguiente: (2,75 puntos).

tipo


nodo= registro

valores: array [1..n] de entero


punteros: array [0..n] de Puntero[nodo]

finregistro
ArbolB= Puntero[nodo]

Si una entrada del nodo está vacía, el valor correspondiente vale -1. Para los nodos hoja, todos los punteros tienen valor NULO. Escribir un procedimiento para recorrer de forma ordenada (de menor a mayor) todos los elementos de un árbol B que estén entre dos valores dados v1 y v2 (con v1<v2), ambos inclusive, usando los tipos definidos. La cabecera del procedimiento será:

operación Recorrido (raíz: ArbolB; v1, v2: entero) 

Solución:

El problema se puede resolver fácilmente con un algoritmo recursivo, similar a lo que sería un recorrido en inorden del árbol, pero restringido a los valores entre v1 y v2.

operación Recorrido (r: ArbolB; v1, v2: entero)


si (r.punteros[0](NULO) Y (r.valores[1]>v1) entonces


Recorrido (r.punteros[0], v1, v2)


para i:= 1, ..., n hacer


si (r.valores[i] ( -1) Y (r.valores[i]>=v1) Y (r.valores[i]<=v2) entonces



escribir(r.valores[i])



si (r.punteros[i](NULO) Y (r.valores[i]<v2) Y ((i=n) O (r.valores[i+1]=-1) O (r.valores[i+1]>v1)) entonces




Recorrido (r.punteros[i], v1, v2)


finpara
4. Tenemos un conjunto de páginas web que queremos poner en una página de enlaces. Pero nos damos cuenta de que algunas de estas páginas ya enlazan a otras del conjunto, de forma que podemos eliminar las ya enlazadas. Por ejemplo, supongamos que la página 1 enlaza la 2 y la 3; y que la 3 enlaza a la 4. Si seleccionamos la 1, no necesitamos poner 2, 3 ni 4. El objetivo es seleccionar el número mínimo de páginas tal que todas las páginas del conjunto están enlazadas directa o indirectamente. Escribir un algoritmo para resolver el problema. Se pueden suponer los algoritmos vistos en clase, siempre que quede claro su uso (cuáles son los parámetros de entrada, el resultado y el efecto del algoritmo).

Datos del problema. El conjunto inicial tiene n páginas, enumeradas como {1, 2, ..., n}. La matriz de booleanos M, indica en cada posición M[a, b] si la página a enlaza a la b. La matriz M no es necesariamente simétrica. (2,75 puntos)

Ejemplo, con n = 13. Las páginas se representan con círculos y los enlaces mediante flechas. Una posible solución óptima (no la única) sería seleccionar: 1, 6, 7, 11.


Solución:

La solución se podría obtener representando el problema mediante un grafo dirigido, y posteriormente aplicando al grafo el algoritmo para obtener las componentes fuertemente conexas. En cada componente, por definición, se puede establecer un camino entre cada par de nodos. Además, es posible que existan arcos que unan dos vértices pertenecientes a dos componentes diferentes. Es necesario obtener el grafo reducido, que será acíclico, también por definición. La solución al problema original, es decir, el número mínimo de páginas que nos garantizan acceder a todas, será igual al número de nodos del grafo reducido que tengan grado de entrada igual a cero. Si quisiéramos identificar las páginas en concreto, bastaría con seleccionar un vértice cualquiera de cada uno de los nodos del grafo reducido con grado de entrada igual a cero.

1. Considerar el siguiente algoritmo recursivo basado en divide y vencerás:

operación DV (n: entero): real

var m, k: entero

      d: real


d:= 1.0 + n

si n>1 entonces
m:= n/2



d:= d + DV(m)



si m>1 entonces



k:= m/2




d:= d + 4*DV(k)




d:= d + 8*DV(k)

finsi

finsi


devolver d

Se pide:

a) Estimar el orden de complejidad del algoritmo, usando la notación asintótica que se crea más conveniente. (1,2 puntos)

b) Calcular el valor devuelto por el algoritmo mediante una fórmula explícita, es decir, no recursiva. Si aparecen más de 3 constantes, se puede dejar indicado el sistema de ecuaciones que habría que resolver. (1 punto)

c) Estimar el orden exacto, (, del consumo de memoria del algoritmo. (0,8 puntos)

Solución:

a) Estudiaremos el número de instrucciones que se ejecutan, aunque podríamos poner valor uno a las constantes ya que nos piden la complejidad:

t(n)=3, si n=1

t(n)=6+t(n/2), si n=2

t(n)=9+t(n/2)+2t(n/4), si n>2

haciendo el cambio n=2k, queda tk - tk-1 -2 tk-2 =9, y la ecuación característica es (x2-x-2)(x-1)=0, que tiene soluciones –1, 2, 1. Queda t(n)=c1 (-1)log n + c2 n+ c3 (((n|n=2k). 

La restricción se puede quitar pues n es creciente y 2-armónica y la función t se puede comprobar por inducción que es creciente.

b) Para obtener el valor que devuelve se puede plantear también una ecuación recurrente:

f(n)=2, si n=1

f(n)=3+f(n/2), si n=2

f(n)=1+n+f(n/2)+12f(n/4), si n>2

haciendo el cambio n=2k, queda fk - fk-1 -12 fk-2 =1+2k, y la ecuación característica es (x2-x-12)(x-1)(x-2)=0, que tiene soluciones –3, 4, 1, 2. Queda f(n)=c1 (-3)log n + c2 n2+ c3 + c4 log n. 

Para calcular el valor de las constantes habría que plantear cuatro ecuaciones (con 2, 4, 8 y 16 por ejemplo), pero no nos piden que calculemos sus valores.

c) En cada llamada se consume una cantidad constante de memoria, correspondiente a la que ocupa la llamada, el parámetro y las variables locales. Por tanto el orden de la ocupación será proporcional al número máximo de llamadas que llega a haber a la vez, que será log n, lo que se da con las llamadas de valores n, n/2, ..., 1. Se ha calculado con la restricción de que n sea potencia de 2, pero esta restricción se puede quitar como en el apartado a).

2. El Sudoku se ha convertido en el pasatiempo del verano. Se trata de una matriz de 9x9 celdas, donde en cada celda puede haber un número entre 1 y 9. Se añade la restricción de que cada número sólo puede aparecer una vez en cada fila, en cada columna y en cada bloque de celdas. Los bloques son grupos de 3x3 celdas adyacentes, como se muestran abajo (ver que, en total, hay 9 filas, 9 columnas y 9 bloques). Algunas celdas del Sudoku están inicializadas con ciertos valores y otras están vacías. El objetivo es completar las celdas vacías, con valores que cumplan las restricciones del juego.

Se pide diseñar un algoritmo voraz para intentar resolver el problema. Indicar cuáles son los candidatos, cómo es la función de selección, cómo es la inserción de un elemento en la solución, y las demás partes del esquema. Suponer que la entrada es una matriz de 9x9, donde un valor 0 indica una celda no inicializada. (2 puntos)

	
	3
	
	9
	5
	2
	7
	
	

	6
	5
	
	
	8
	1
	2
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	5
	

	
	
	8
	
	
	6
	4
	
	7

	
	4
	6
	1
	
	5
	8
	9
	

	7
	
	3
	2
	
	
	5
	
	

	
	8
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	9
	8
	2
	
	
	1
	5

	
	
	5
	4
	6
	3
	
	8
	


Solución:

Básicamente existen dos opciones: 1) los candidatos son las celdas huecas, se seleccionan en cierto orden y se rellenan con cualquier dígito válido según las restricciones del problema; 2) los candidatos son los dígitos no colocados, al seleccionarlos se elige en qué hueco colocarlos.

Adoptaremos la primera opción. Para cada hueco tenemos que calcular el conjunto de dígitos que podemos colocar en el mismo. Luego seleccionamos los huecos de menor a mayor número de posibilidades. De esta forma, si un hueco tiene sólo una posibilidad, sería el primero en rellenar. Vamos a suponer implementado un tipo Conjunto, con una operación primero que obtiene un valor cualquiera del conjunto dado. Definimos una operación, Validos, para calcular las posibilidades válidas en cada hueco del Sudoku. La función Relleno(S) simplemente comprueba si todas las celdas de S están rellenadas (omitimos su implementación).

operación Validos (x, y: entero; S: array [1..9, 1..9] de entero): Conjunto[entero]


xx:= x - (x-1) mod 3


yy:= y - (y-1) mod 3


devolver {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} - {S[x,1], S[x,2], S[x,3], ..., S[x,9]} - {S[1,y], S[2,y], S[3,y], ..., S[9,y]}





- {S[xx,yy], S[xx+1,yy], S[xx+2,yy], S[xx,yy+1], S[xx+1,yy+1], ..., S[xx+2,yy+2]}

operación Sudoku (var S: array [1..9, 1..9] de entero)


mientras no Relleno (S) hacer


(i, j):= argmin(a,b=1..9, con S[a,b]=0 {Cardinalidad(Validos(a, b, S))}



S[i, j]:= primero(Validos(i, j, S))


finmientras
3. Describir, diseñar y escribir un algoritmo que encuentre una solución óptima al problema del Sudoku (ejercicio 2) mediante un algoritmo de backtracking. Se deben utilizar obligatoriamente los esquemas algorítmicos vistos en clase. Explicar cómo es la representación de la solución, la forma del árbol, y las funciones genéricas del esquema correspondiente. (2,5 puntos)

Solución:

La representación de la solución parece clara: una matriz de 9x9 de enteros. Sin embargo, para simplificar, usaremos un array [1..81], donde cada elemento k se refiere a la celda (1+(k-1) div 9, 1+(k-1) mod 9) del Sudoku. Esto generará un árbol de 81 niveles y hasta 9 hijos por nodo. La función Criterio simplemente debe comprobar que el último dígito colocado es correcto. Suponemos que la entrada es la matriz M, también de [1..81]. Las funciones del esquema son:

operación Inicializar


nivel:= 1


S:= 0

operación Generar (nivel, S)


si M[nivel] ( 0 entonces


S[nivel]:= S[nivel] + 1


finsi
operación Solución (nivel, S)


devolver (nivel = 9*9) Y comprobar(S, M, nivel)

operación Criterio (nivel, S)


devolver (nivel < 9*9) Y comprobar(S, M, nivel)

operación MasHermanos (nivel, S)


devolver (M[nivel] = 0) Y (S[nivel] < 9)

operación Retroceder (nivel, S)

S[nivel]:= 0


nivel:= nivel - 1

Utilizamos el esquema de backtracking que encuentra todas las soluciones de un problema (o sólo la primera, si suponemos que existe y es única). Lo único que nos queda por implementar es la función comprobar, que comprueba si una celda dada cumple las restricciones del Sudoku.

operación comprobar (S, M, nivel) : booleano


para i:= nivel-(nivel-1) mod 9, ..., 8+nivel-(nivel-1) mod 9 hacer  // Comprobación de filas


si (nivel ( i) Y ((S[i] = S[nivel]) O (M[i] = M[nivel])) entonces

devolver falso


para i:= 0, ..., 8 hacer 



 // Comprobación de columnas



p:= 1 + (nivel-1) mod 9 + 9*i



si (nivel ( p) Y ((S[p] = S[nivel]) O (M[p] = M[nivel])) entonces

devolver falso


finpara

para i:= 0, ..., 8 hacer  



// Comprobación de bloques



p:= nivel - (nivel-1) mod 3 - (((nivel-1) div 9) mod 3)*9 + i mod 3 + (i div 3)*9



si (nivel ( p) Y ((S[p] = S[nivel]) O (M[p] = M[nivel])) entonces

devolver falso


finpara

devolver cierto

4. Describir, diseñar y escribir un algoritmo que encuentre una solución óptima al problema del Sudoku (ejercicio 2) utilizando el método de diseño de ramificación y poda. Explicar muy bien todo, detallando suficientemente lo referido a las estrategias aplicadas. Se deben utilizar obligatoriamente los esquemas algorítmicos vistos en clase. (2,5 puntos)

Solución:

Este ejercicio no es un ejercicio típico de resolución con la técnica de ramificación y poda puesto que no es fácil identificar cotas superior e inferior. Por la tanto, el algoritmo que podemos definir será aún más simple.

En primer lugar utilizaremos un árbol 9-ario, en el que cada nivel representará cada una de las casillas vacías del Sudoku original, y cada nodo tendrá nueves hijos que serán los valores de 1 a 9 que puede tomar cada casilla.

Como ya hemos dicho, el cálculo de cotas se puede omitir.

La estrategia de poda pasará por comprobar que el valor que asignamos a una casilla determinada no incumple las restricciones del problemas, es decir, que ese valor no está ya asignado a otra casilla de la misma fila, columna o bloque. Esta comprobación se hará antes de insertar cada en la lista de nodos vivos.

La estrategia de ramificación, al no usar cotas, se simplifica y se transforma en una estrategia FIFO o LIFO a secas. La estrategia LIFO avanzará en profundidad por la rama derecha del árbol. Quizás esa sería la más conveniente.

Cada nodo del árbol llevará una matriz con los valores asignados a las casillas hasta ese momneto. Las casillas que no tienen un valor válido asignado se pueden inicializar a –1. además, hará falta alguna estructura que lleve cuenta de los valores iniciales asignados al Sudoku, es decir, los valores fijos, intocables.

Con todo esto, el algoritmo, que suponemos que siempre encontrará solución, comienza con el nodo raíz, el Sudoku inicial, en la lista de nodos vivos. A partir de ahí, el algoritmo sacará un nodo de la LNV según la estrategia de ramificación escogida. Generaríamos todos sus hijos y para cada uno de ellos veríamos si es solución, con lo que terminaría el algoritmo. Si no lo es, comprobaríamos si cumple los criterios. Si lo hace, se inserta en la LNV. Si no, se poda.
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Sudoku de ejemplo





http://websudoku.com
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