Algoritmos y Estructuras de Datos – I.T.I. Gestión – Primera Parte
Hoja 7/9
Examen final. 28 de Junio de 2.005

1. Queremos especificar formalmente el TAD Carro que representa un carro de la compra en el que podemos meter productos, sacarlos, consultar cuántos llevamos y saber el precio de la compra. Suponer que tenemos ya definidos los TAD Natural, Booleano y Producto, con las siguientes operaciones: (2 puntos)
· N=Natural: cero, sucesor, esCero, esMenor, suma, resta, multiplica.

· Producto: esIgual (comprueba si dos productos son iguales o no), precio (dado un producto, devuelve un natural que será su precio). Este TAD tendrá constructores constantes como manzanas, peras, patatas, etc.

Escribir la especificación formal axiomática del TAD Carro con las siguientes operaciones: carroVacío (devuelve un carro sin productos), meter (recibe un carro, un producto y un natural que indica el número de veces que se mete ese producto), sacar (dado un carro, un producto y un natural, saca el producto el número indicado de veces), cuántos (dado un carro y un producto, devuelve un natural que indica el número de veces que está ese producto), precio (dado un carro, calcula el coste total de la compra), cajaRápida (dado un carro, devuelve un booleano que indica si el número de productos distintos es menor que 5). 

Solución:

Claramente, los constructores son carroVacío y meter. Añadimos la operación distintos, que será de utilidad en cajaRápida.

NOMBRE

carro (productos)

CONJUNTOS


C: conjunto de carros


P: conjunto de productos


N: conjunto de naturales


B: conjunto de booleanos
SINTAXIS

carroVacío: ( C

meter: C x P x N ( C

sacar: C x P x N ( C

cuántos: C x P ( N

precio: C ( N

cajaRápida: C ( B

distintos: C ( N

SEMÁNTICA

( p, p’( P; ( n, n’ ( N; ( c ( C
1. sacar (carroVacío, p, n) = carroVacío

2. sacar (c, p, cero) = c

3. sacar (meter(c, p, n), p’, n’) = SI esIgual(p, p’) Y esMenor(n’, n) ( meter(c, p, resta(n, n’))

| SI esIgual(p, p’) ( sacar(c, p, resta(n’, n))

| meter(sacar(c, p’, n’), p, n))

4. cuántos (carroVacío, p) = cero

5. cuántos (meter(c, p, n), p’) = SI esIgual(p, p’) ( suma(n,cuántos(c, p’))

| cuántos(c, p’)

6. precio (carroVacío) = cero

7. precio (meter(c, p, n)) = suma(precio(c), multiplica(n, precio(p)))

8. cajaRápida (c) = esMenor(distintos(c), sucesor(sucesor(sucesor(sucesor(sucesor(cero)))))

9. distintos (carroVacío) = cero

10. distintos (meter(c, p, cero) = distintos (c)

11. distintos (meter(c, p, n)) = SI esCero(cuántos(c, p)) ( sucesor(distintos(c))

      | distintos(c)

2. Dada la siguiente secuencia de claves: 100, 29, 71, 82, 48, 39, 101, 22, 46, 17, 3, 20, 25, 10: 

a) dibujar paso a paso el AVL correspondiente, indicando en cada paso en que sea necesario el tipo de rotación que se aplica y cómo se detecta el desequilibrio correspondiente; 

b) eliminando consecutivamente diferentes claves del árbol anterior, buscar, mostrar y resolver al menos un desequilibrio que requiera una rotación simple y otro que requiera una rotación doble. 

Solución:

a)

























b) Si borramos el nodo 20 se produce un desequilibrio no permitido en el nodo 17, cuyo factor de equilibrio pasa a valer 2; se requiere una rotación doble a la izquierda. El árbol quedaría:



Si ahora eliminamos consecutivamente los nodos 46 y 48 se produce un desequilibrio no permitido en el nodo 71, cuyo factor de equilibrio pasa a valer -2; se requiere una rotación simple a la derecha. El árbol quedaría:







3. Un poeta joven tiene dificultad para encontrar rimas. Como es un poeta-informático decide hacer una operación que le facilite la búsqueda de rimas. Tiene una serie de palabras almacenadas en un árbol trie, y quiere hacer un algoritmo que reciba el trie, una palabra con la que quiere rimar, y un entero que indica la letra de la palabra a partir de la que se rima (la rima será consonante), que escriba las palabras que riman con la palabra de entrada. Programar esta operación. Habrá que hacerla sobre el trie original (no se podrá formar un trie invirtiendo las palabras en el trie original). Suponer que existe sobre el tipo trie una operación Consulta (n: trie, c: carácter): trie y un iterador del tipo para cada carácter c hijo del nodo n hacer.

Solución:

Analizando un poco el problema, vemos que básicamente no nos queda más remedio que buscar todas las palabras del trie. Para cada palabra, una vez extraída a una cadena (un array de caracteres), comprobamos en una simple iteración si es rima o no. Suponemos las operaciones típicas con cadenas de acceso y concatenación.

operación BuscarRimas (t: NodoTrie; rima: cadena; pos: entero)

ListarPalabras  (t, rima, pos, “”)    

// Usamos una operación auxiliar, recursiva
operación ListarPalabras (t: NodoTrie; rima: cadena; pos: entero; pre: cadena)

si Consulta(t, $) ≠ NULO entonces

Comprobar (rima, pre, pos)


para cada carácter c hijo del nodo t hacer
ListarPalabras (Consulta(t, c), rima, pos+1, pre+c)

operación Comprobar (pal1, pal2: cadena; pos: entero)

para i:= pos, ..., Longitud(pal1) hacer


si pal1[i] ≠ pal2[i] entonces

devolver

Escribir (“La palabra ”, pal2, “ es una rima”)

4. El Metro de Mula ya está en funcionamiento. Su uso supondrá una reducción en los tiempos de desplazamiento, más en las distancias largas que en las cortas. La compañía “Metro de Mula” quiere medir la ganancia de tiempo entre todos los pares de puntos del pueblo. La ganancia para dos puntos a y b se define como la diferencia entre el tiempo mínimo entre a y b sin usar el metro, y el tiempo mínimo entre a y b pudiendo usar el metro. Notar que en este segundo mínimo puede que lo conveniente sea no usar el metro, o usarlo una o varias veces. Hay que tener en cuenta que cada vez que entramos o salimos del metro tardamos un tiempo adicional K. Diseñar un algoritmo para resolver el problema, obteniendo la ganancia total. Habrá que escribir el programa en pseudocódigo, y cuando se usen llamadas a algoritmos estudiados no será necesario programar dichos algoritmos pero sí aclarar los datos de entrada y salida.

Datos del problema. El mapa de la ciudad tiene n puntos. Los tiempos de los caminos directos vía superficie (es decir, sin usar el metro) están dados en la matriz de costes T. Los tiempos entre los mismos puntos usando el metro están dados en la matriz M. Ambas matrices son simétricas y ambas contendrán +( si no existe camino o línea de metro entre dos puntos. Recordar también el tiempo adicional K cada vez que se entra o sale del metro.

Solución:

Los caminos mínimos por superficie entre cualquier par de puntos se pueden calcular aplicando el algoritmo de Floyd sobre la matriz T. Pero, ¡ojo!, si lo aplicamos también sobre M no tenemos los caminos mínimos “pudiendo usar el metro” que pide el enunciado, sino usando el metro siempre. Tampoco sería sencillo combinar los caminos mínimos obtenidos aplicando Floyd a T y a M por separado, porque el mínimo puede pasar muchas veces de metro a superficie, y al revés.

No obstante, el problema no deja de ser de caminos mínimos. La cuestión es obtener una matriz de costes que modele la nueva situación. En particular, si tenemos n nodos en el grafo, creamos un grafo con 2n nodos, donde los nodos (1, 2, ..., n) son los puntos de la ciudad en superficie, y los (n+1, ..., 2n) representan los mismos puntos en la red de metro. Entre los primeros n nodos tendremos los costes de T, y entre los siguientes n los de M. Además, de acuerdo con el enunciado, debemos añadir entre cada par de nodos (i, n+i) una arista de coste K. En definitiva, el algoritmo podría ser como el siguiente.

operación MetroMula (T, M: array [1..n, 1..n] de real; K: real) : real

var D1: array [1..n, 1..n] de real


C, D2: array [1..2n, 1..2n] de real


para i:= 1, ..., 2n hacer



para j:= 1, ..., 2n hacer




si (i ≤ n) Y (j ≤ n) entonces  C[i, j]:= T[i, j]




sino si (i > n) Y (j > n) entonces  C[i, j]:= M[i-n, j-n]




sino si (i == j + n) O (j == i + n) entonces  C[i, j]:= K




sino C[i, j]:= 0



finpara


finpara


Floyd (T, D1)
// Suponemos que el primer parámetro es la matriz de costes

Floyd (C, D2)
//   y el segundo es la matriz de caminos mínimos resultantes del algoritmo

suma:= 0


para i:= 1, ..., n hacer



para j:= i+1, ..., n hacer




suma:= suma + D1[i, j] - D2[i, j]


devolver suma/(n(n-1)/2)
1. Obtener (, O, ( y o pequeña del siguiente algoritmo: 
sum:=0

para i:=1 hasta n hacer
     para j:=1 hasta i2 hacer
     si j mod i =0 entonces


para k:=1 hasta j hacer


     sum:=sum+1



finpara

     finsi

     finpara

finpara

Solución:

Analizando el algoritmo, se puede ver que siempre se realiza el mismo número de operaciones para un n determinado, de manera que coinciden el mejor y peor caso, y podemos obtener un orden exacto. Para ello, debemos predecir cuántas veces será cierta la condición “si j mod i = 0 entonces ...”; es más, no sólo cuántas sino también para qué valores de j. La mejor manera de verlo es simular la ejecución del algoritmo hasta llegar a una conclusión general.

a. Para i=1, j va de 1 a 1, y se ejecuta el bucle interno con k desde 1 hasta 1.

b. Para i=2,  j va de 1 a 4, y se cumple la condición para j= 2 y 4. De esta forma, el bucle interno se ejecuta primero con k= 1..2 y luego con k= 1..4.

c. Para i=3, j va de 1 a 9, y se cumple la condición para j= 3, 6 y 9.

d. Para i=4, j va de 1 a 16, y se cumple la condición para j= 4, 8, 12 y 16.

e. En general, para cualquier i, se cumple la condición para j= i, 2i, 3i, ..., i·i
Por lo tanto, para cada valor de i, las instrucciones del bucle más interno se ejecutan i+2i+3i+...+i·i veces, lo cual se puede poner como: 
[image: image1.wmf]å
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. Teniendo esto en cuenta, si contamos todas las instrucciones del algoritmo, obtenemos la fórmula para el tiempo de ejecución t(n):
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Observar que el tercer sumatorio (el que hemos deducido arriba) no va dentro del sumatorio de j sino fuera, puesto que indica las ejecuciones del bucle interno para cada i dado. Podemos resolver t(n), usando aproximaciones a los sumatorios mediante integrales donde convenga.
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En definitiva, podemos afirmar que t(n) ( ((n4), t(n) ( o(n4/4), de lo cual podemos concluir que t(n) ( ((n4) y t(n) ( O(n4).

Se podría haber obtenido una cota superior y otra inferior suponiendo que la condición siempre fuera cierta o falsa, respectivamente. Estas suposiciones nos permitirían llegar, respectivamente, a las cotas t(n) ( O(n5), y t(n) ( ( (n3), las cuales, como se pueden ver, son correctas aunque no muy precisas.
2. En el problema del empaquetamiento en recipientes tenemos n objetos de pesos w1, w2,…, wn, y un número ilimitado de recipientes con capacidad máxima R (siendo wi ≤ R, para todo i). Los objetos se deben meter en los recipientes sin partirlos, y sin superar su capacidad máxima. Se busca el mínimo número de recipientes necesarios para colocar todos los objetos. Podemos intentar resolver el problema mediante algoritmos voraces con un esquema como el siguiente: 
mientras no se hayan metido todos los objetos en recipientes hacer
Seleccionar un objeto según cierto criterio

Intentar meterlo en alguno de los recipiente ya usados

Si cabe en alguno de ellos, meterlo

Si no cabe en ninguno de ellos, usar un nuevo recipiente


finmientras

Comprobar que el algoritmo no es óptimo usando los siguiente criterios de selección de los objetos: a) primero los objetos con menos peso, b) primero los objetos con más peso, c) primero el objeto más pesado, luego el menos pesado, el 2º más pesado, el 2º menos pesado, y así sucesivamente.

Solución:

La demostración de que los anteriores métodos no funcionan se puede hacer mediante contraejemplos.

a) Sea n= 4, R= 100, w= (1, 1, 99, 99)

Está claro que la solución óptima es usar 2 recipientes, metiendo en ambos (1, 99). Pero el criterio a) introduce primero los objetos menos pesados, con lo que la solución usa 3 recipientes, metiendo en uno (1, 1) y en los otros (99), (99).

b) Este criterio funciona mejor en muchos casos, aunque tampoco es óptimo. Por ejemplo, sea n= 6, R= 100, w= (60, 33, 33, 33, 20, 20)

La solución óptima usa 2 recipientes, con (60, 20, 20) y (33, 33, 33). Pero el criterio b) necesita 3 recipientes, que se llenan así: (60, 33), (33, 33, 20), (20).

c) Sea n= 4, R= 10, w= (5, 3, 7, 4)

Nuevamente la solución óptima usa 2 recipientes: (5, 4), (7, 3). El algoritmo voraz con el criterio c) usaría 3 recipientes: (5, 3), (7), (4).

3. Nos vamos de compras al mercado. Tenemos K euros en el bolsillo y una lista de m productos que podemos comprar. Cada producto tiene un precio, pi (que será siempre un número entero), y una utilidad, ui. De cada producto podemos comprar como máximo 3 unidades. Además, tenemos una oferta según la cual la segunda unidad nos cuesta 1 euro menos, y la tercera 2 euros menos. Queremos elegir los productos a comprar, maximizando la utilidad de los productos comprados. Resolver el problema mediante un algoritmo de backtracking. Escribir y explicar el esquema que se escoja de los vistos en clase y explicar cómo es la representación de la solución, la forma del árbol, y programar las funciones genéricas del esquema. 

Solución:

Cada producto podemos no comprarlo, comprar una unidad, dos o tres, por lo que la solución se representará mediante una tupla s = (s1, s2, ..., sm), siendo cada si = 0, 1, 2 ó 3. Con esto tenemos un árbol de soluciones 4-ario, donde en el nivel i se decide cuántas unidades se compran del producto i-ésimo. La inicialización será s = (-1, -1, ..., -1). Como queremos optimizar la utilidad llevaremos una variable utilidad donde iremos añadiendo la utilidad de los objetos que compramos, y que inicialmente estará a 0. El problema es de optimización, por lo que utilizamos variables auxiliares para la solución óptima y su valor, y la condición de fin es volver al nodo raíz. En voa guardamos el valor de utilidad para la solución óptima en cada momento, y como estamos en un problema de maximizar se inicializa a -(. En un array soa del mismo tipo que s guardamos la solución óptima en cada momento, y lo podemos inicializar a –1, como el array solución. Al tener una restricción según el precio, usaremos una variable precio que contendrá el precio total de los objetos que hemos comprado, y la compararemos con el número de euros K para comprobar si la compra es válida. Las funciones básicas del esquema serían las siguientes:

	operación Inicializar


voa:= -(
    
utilidad:=0

          
precio:=0


nivel:= 1


s:= (-1, -1, ..., -1)


soa:= (-1, -1, ..., -1)

operación Generar (nivel, s, precio, utilidad)


s[nivel]++

          
si s[nivel](0 entonces

     precio:= precio + p[nivel] - s[nivel] + 1


     utilidad:= utilidad + u[nivel]

      
finsi
	operación Solución (nivel, s, precio)


devolver (nivel==m) Y (precio<=K)

operación Criterio (nivel, s, precio)


devolver (nivel<m) Y (precio<=K)

operación MasHermanos (nivel, s)


devolver s[nivel] < 3
operación Retroceder (nivel, s, precio, utilidad)


precio:= precio – 3*p[nivel]+3

     
utilidad= utilidad-3*u[nivel]


s[nivel]:= -1


nivel:= nivel - 1


Con estas funciones, y suponiendo el esquema de maximización visto en clase, el algoritmo está ya completamente definido. Podríamos mejorar un poco la eficiencia, haciendo una poda más exhaustiva, por ejemplo, basada en la función objetivo: si la utilidad actual más la de los productos que quedan por tratar es menor que el óptimo actual, podar el nodo. Esto se puede conseguir con una simple modificación de la función criterio:

operación Criterio (nivel, s, precio, utilidad)


devolver (nivel<m) Y (precio<=K) Y (utilidad+maxutil[nivel+1] <= voa)

donde maxutil es un array donde se ha almacenado la máxima utilidad que se podría alcanzar teóricamente a partir de cada nivel. Por ejemplo, si las utilidades son (4,3,5,2), el array maxutil es (42,30,21,6). Estas utilidades máximas se obtendrían suponiendo que los niveles no tratados de s se rellenan con valor 3. 

4. Resolver el problema del ejercicio 3 mediante un algoritmo de ramificación y poda. Explicar cómo es la representación de la solución, la forma del árbol, etc., detallando suficientemente lo referido a las estrategias aplicadas. 
Solución:

Las cotas en un nodo tienen que serlo de una solución óptima a partir del nodo. A partir de cualquier nodo que cumpla las restricciones hay alguna solución (al menos la que corresponde a no comprar ningún producto más), por lo que la poda se puede realizar desde el principio y se poda un nodo nodo cuando CS(nodo)<máximo de las CI(nodos generados). 

Como CI en un nodo se puede tomar el valor de la variable utilidad del problema anterior. Otra CI mejor sería sumar a la utilidad el resultado de un avance rápido con las condiciones de ese nodo: CI(nodo) = utilidad + AR(nivel, K-precio). El avance rápido podría consistir en tener los productos ordenados de mayor a menor utilidad/precio y comprar todos los que se pueda (hasta un máximo de tres) de los primeros productos mientras no se gaste todo el dinero (no consideraríamos las rebajas, con lo que será una versión del problema de la mochila 0/1).

La cota superior puede ser sumar a la utilidad que llevamos la de cada uno de los productos que quedan por decidir sobre ellos: CS(nodo) = utilidad + u[nivel+1] +...+ u[m]. El problema es una versión del de la mochila donde tenemos tres objetos por cada uno de los productos, con un beneficio (que es la utilidad), un peso (que es el precio) y una capacidad de la mochila (que es el dinero de que disponemos); por tanto, podríamos utilizar para calcular la cota superior un avance rápido no 0/1, pero restando 2 al precio de cada objeto (si alguno es menor o igual que dos se le pone precio 0). Así CS(nodo) = utilidad + ARno01modificado(nivel, K-precio).

La estimación del beneficio puede (igual que siempre) coincidir con la cota superior o la inferior, o tomarse la media de las dos. En este caso, sería mejor aproximarla con alguno de los dos métodos de avance rápido considerados, ya que de ese modo obtenemos una solución que debe estar cercana a la óptima. Si las dos cotas se calculan con avance rápido tomar como estimación la media de las cotas sería una buena opción.
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