Algoritmos y Estructuras de Datos – I.T.I.Gestión 
Hoja 1/1
Examen. 2 de Septiembre de 2.004

ALGORITMOS Y ESTRUCTURAS DE DATOS. 2º GESTIÓN

PARTE 1ª: ESTRUCTURAS DE DATOS. SEPTIEMBRE 2004

1. En un árbol B de orden p = 5 se insertan las claves 1, 2, 3, ..., n, en ese mismo orden. ¿Qué claves originan la división de un nodo? ¿Qué claves hacen que la altura del árbol crezca? Justificar la respuesta mostrando varios ejemplos de árboles B con diferentes alturas. A la vista del resultado, ¿se puede generalizar el comportamiento para un árbol B de orden p cualquiera? (2,5 puntos)
Solución:

La particularidad de este caso es que, al venir las claves en orden creciente, la inserción siempre se realizará en la hoja más a la derecha del árbol. Esto implica que el árbol se llena y va creciendo en altura de la forma más rápida posible. Siendo el árbol B de orden p = 5, en cada nodo caben 4 claves, así que la primera división de un nodo se producirá para el 5º elemento. Es fácil ver que las siguientes se producirán para los elementos 8, 11, 14, 17, ..., 2+3k, para cualquier k>0.

En general, para un p cualquiera, después de la última partición la hoja más a la derecha tendrá (p/2( claves, y para que se produzca la siguiente partición se necesitarán otras (p/2( claves más. Por lo tanto, las particiones se producirán en los elementos (p/2(+(p/2( k.

En cuanto a las claves que originan un incremento de la altura, se puede prever que ocurrirán con crecimiento exponencial. El primer valor que provoca aumento de altura es el 5, después el 17, y después el 53. En general, tras el aumento, el árbol tiene el mínimo número de nodos posible para esa altura. En definitiva, se trata de calcular el mínimo número de claves para un árbol B de orden 5 y altura h (el peor caso de árbol B, es decir, cuando los nodos están llenos hasta la mitad). Este árbol tendrá 1 clave en la raíz, 4 en el segundo nivel, 4·3 en el tercero, 4·32 en el cuarto, 4·33 en el siguiente, y así sucesivamente, puesto que en cada nivel hay 3 veces más claves que en el anterior. Por lo tanto, el número mínimo de claves será:
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para k≥0. Esos mismos números son los elementos que provocan el incremento de altura.

2. Suponer que estamos trabajando con los tipos de datos ArbolTrie y NodoTrie, con operaciones como las vistas en clase: (2,75 puntos)
Inserta (var n: NodoTrie; c: carácter; ptr: Puntero[NodoTrie])

Consulta (n: NodoTrie; c: carácter): Puntero[NodoTrie]

Anula (var n: NodoTrie)

TomaNuevo (var n: NodoTrie; c: carácter)

Usando estas operaciones, escribe una operación que dado un árbol trie t, una palabra p y un entero n, escriba todas las palabras del árbol que empiezan por p y sean de longitud n. La cabecera de la función es de la forma:


MuestraPalabras (t: NodoTrie; p: cadena; n: entero)

Usa las operaciones sobre cadenas que se consideres necesarias.

Solución:

Suponemos que disponemos de las operaciones: “+” para concatenar un carácter a una cadena; longitud(c), que devuelve la longitud de la cadena c; y podemos acceder al carácter i-ésimo de la cadena c con c[i].

operación MuestraPalabras (t: NodoTrie; p: cadena; n: entero)

var  aux: NodoTrie

aux:= t


para i:= 1, ..., longitud(p) hacer
aux:= Consulta(aux, p[i])

si aux == NULO entonces


acabar


// No existe la cadena p en el trie
finpara
MuestraTodas (aux, p, n-longitud(p))

operación MuestraTodas (t: NodoTrie; prefijo: cadena; long: entero)

var  aux: NodoTrie

si (Consulta(t, $) ≠ NULO) AND (long == 0) entonces

escribir (prefijo)

sino si long > 0 entonces


para c:= 'A', ..., 'Z' hacer



aux:= Consulta(t, c)




si aux ≠ NULO entonces
MuestraTodas (aux, prefijo+c, long-1)



finpara

finsi
3. En el algoritmo para encontrar el flujo máximo en un grafo dirigido con pesos, se buscan sucesivos caminos desde el nodo origen s al nodo final t, conocidos como caminos crecientes. Suponer que el grafo del problema, G, y el grafo de flujos resultantes, F, se almacena en sendas matrices de adyacencia, A y B, de [1..n, 1..n] con los pesos de las aristas correspondientes. Escribir un algoritmo para encontrar un camino creciente en el grafo, que devuelva el flujo máximo que puede pasar por ese camino y que actualice los grafos A y B de forma adecuada. (2,75 puntos)
Solución:

La forma más sencilla de obtener un camino creciente (o, en general, un camino cualquiera) es arrancar una BPP en s. Cuando la BPP llegue a t ya tenemos un camino en la pila de llamadas recursivas. El flujo que pasa por ese camino será el mínimo de los valores de las aristas del mismo. Por simplicidad, suponemos que A y B son variables globales, A, B: array [1..n, 1..n] de entero. Suponemos también los arrays globales marca: array [1..n] de booleano, y camino: array [1..n] de entero, donde iremos almacenando el camino parcial actual en la BPP.

operación BuscaCaminoCreciente (s, t: entero)


para i:= 1, ..., n hacer



marca[i]:= FALSE

Bpp(s, 1, (, t)

operación Bpp (v, numNodos, cantidadFlujo, fin: entero)


marca[v]:= TRUE


camino[numNodos]:= v


si v == fin entonces
// Se ha encontrado un camino creciente


para i:= 1, ..., numNodos-1 hacer



A[camino[i], camino[i+1]]:= A[camino[i], camino[i+1]] - cantidad    // Restar en G



B[camino[i], camino[i+1]]:= B[camino[i], camino[i+1]] + cantidad   // Sumar en F



A[camino[i+1], camino[i]]:= A[camino[i+1], camino[i]] + cantidad   // Arista para




// permitir deshacer caminos (necesaria para que el alg. sea óptimo)



finpara

sino


para i:= 1, ..., n hacer



si (marca[i] == FALSE) AND (A[v, i] > 0) entonces




Bpp(i, numNodos+1, min(cantidadFlujo, A[v, i]), fin)



finpara

finsi
4. Suponer que tenemos las especificaciones formales algebraicas de los TAD Natural y ArbolBinario[T], con las siguientes operaciones: (2 puntos)
· N=Natural: cero, sucesor, esCero, suma, resta.

· A=ArbolBinario[T]: crear (devuelve un árbol vacío), construir (dados los parámetros (t, a1, a2), donde t es de tipo T, a1 y a2 de tipo A, crea un árbol en el que t es la raíz, y a1 y a2 los subárboles izquierdo y derecho, respectivamente).

a) Escribir la semántica de las siguientes operaciones:

b) cuentaVeces: A x T→ N

cuentaVeces(a, t) devuelve un entero que indica el número de veces que aparece el elemento t en el árbol a. Se supone que disponemos de la operación esIgual para comparar dos elementos de tipo T.
c) quitaRaíz: A → A

quitaRaíz(a) devuelve un árbol con los mismos elementos que el árbol a, excepto el de la raíz, que es eliminado. La nueva raíz puede ser cualquiera de los otros elementos de a.
Solución

d) cuentaVeces: A x T→ N
SEMÁNTICA:  ( t, t1, t2 ( T; ( a, a1, a2 ( A

cuentaVeces(crear, t) = cero

cuentaVeces(construir(t1, a1, a2), t2) = SI esIgual(t1, t2) ( sucesor(suma(cuentaVeces(a1), cuentaVeces(a2))) 

       | suma(cuentaVeces(a1), cuentaVeces(a2))

e) quitaRaíz: A → A
quitaRaíz(crear) = crear

quitaRaíz(construir(t, crear, a)) = a

quitaRaíz(construir(t1, construir(t2, a1, a2), a)) = construir(t2, quitaRaíz(construir(t2, a1, a2)), a)

ALGORITMOS Y ESTRUCTURAS DE DATOS. 2º GESTIÓN

PARTE 2ª: ESTRUCTURAS DE DATOS. SEPTIEMBRE 2004

1. Un algoritmo de divide y vencerás descompone un problema de tamaño n en tres subproblemas de tamaño n/2 y cuatro subproblemas de tamaño n/4. La división y combinación requieren 4n2, y el caso base n! Otro algoritmo resuelve el mismo problema, también con divide y vencerás, pero en este caso usando un subproblema de tamaño n-3 y dos de tamaño n-2. El tiempo de la división y combinación es despreciable y el caso base es de orden constante. En ambos algoritmos el caso base se aplica con n menor que 5. 

a) Calcula el orden de complejidad de cada uno de los dos anteriores algoritmos. ¿Cuál es preferible en cuanto a orden de complejidad? (2 puntos)
b) Suponer que los dos algoritmos anteriores usan k bytes de memoria en cada llamada recursiva (para almacenar parámetros, variables locales, dirección de retorno, etc., en la pila), siendo k una constante. Calcular la utilización de memoria de los algoritmos. ¿Cuál es preferible respecto al uso de memoria? (1 punto)
Solución:

a) (2 puntos)

Según el enunciado, las ecuaciones de recurrencia de los dos algoritmos, que llamaremos t1 y t2, son las siguientes:

    
t1(n) =    n!



Si n < 5
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Si n > 4
    
t2(n) =    c



Si n < 5
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Si n > 4
Resolviendo ambas ecuaciones de recurrencia, por el método de la ecuación característica, podemos obtener el resultado buscado.


t1(n) = c1 n2 + c2 n2 log2 n + c3 (-1)log2n ( O(n2 log n)


t2(n) = 
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Claramente el segundo algoritmo tiene un orden de complejidad mayor, por lo que sería preferible el primero.

b) (1 punto)

En este caso, las ecuaciones de recurrencia, que llamaremos m1 y m2, son las siguientes:

m1(n) = k + m1(n/2), con caso base m1(n) = k si n<5

m2(n) = k + m2(n-2), con caso base m2(n) = k si n<5

Para resolver las ecuaciones podemos aplicar una simple expansión de recurrencias, puesto que sólo aparece un término recurrente. Obtenemos los siguientes resultados.

m1(n) = k·(log2 n - 1) ( O(log n)

m2(n) = k·(n/2 - 1) ( O(n)

Nuevamente, en cuanto al uso de memoria, el primer algoritmo resulta preferible.

2. Disponemos de una serie de ficheros mp3 (versiones no piratas) y una caja de CD vírgenes (con canon) en los que grabarlos. El problema es que no todos los ficheros caben en los discos, y los ficheros no se pueden partir en trozos. El objetivo es encontrar una forma de grabar los ficheros en los discos de manera que se maximice el número de ficheros grabados. Resolver el problema por backtracking usando el esquema iterativo visto en clase. Indicar cómo es la representación de la solución y programar las funciones genéricas del esquema (Generar, MásHermanos, etc.). Datos del problema: n ficheros con tamaños (t1, t2, ..., tn), m discos, todos ellos con la misma capacidad k. (2,75 puntos)
Solución:

operación Inicializar


voa:= -(

nivel:= 1


s:= (-1, -1, ..., -1)


ocupación:= (0, 0, ..., 0)


numFicheros:= 0

operación Generar (nivel, s)


s[nivel]:= s[nivel] + 1


si s[nivel] == 1 entonces
numFicheros:= numFicheros + 1



ocupación[s[nivel]]:= ocupación[s[nivel]] + t[nivel]


sino si s[nivel] > 1 entonces



ocupación[s[nivel]]:= ocupación[s[nivel]] + t[nivel]



ocupación[s[nivel]-1]:= ocupación[s[nivel]-1] - t[nivel]


finsi
operación Solución (nivel, s)


devolver (nivel==n) AND (ocupación[s[nivel]]<=k)

operación Criterio (nivel, s)


devolver (nivel<n) AND (ocupación[s[nivel]]<=k)

operación MasHermanos (nivel, s)


devolver s[nivel]<nivel    // Ojo: existen varias opciones. Podríamos poner: devolver s[nivel]<m

  // pero se generarían muchas soluciones equivalentes
operación Retroceder (nivel, s)


si s[nivel]>0 entonces
ocupación[s[nivel]]:= ocupación[s[nivel]] - t[nivel]



numFicheros:= numFicheros - 1


finsi

s[nivel]:= -1


nivel:= nivel - 1

El esquema del algoritmo sería exactamente el mismo que el visto en clase para un problema de maximización.

3. Disponemos de una serie de ficheros mp3 (versiones no piratas) y una caja de CD vírgenes (con canon) en los que grabarlos. El problema es que no todos los ficheros caben en los discos, y los ficheros no se pueden partir en trozos. El objetivo es encontrar una forma de grabar los ficheros en los discos de manera que se maximice el número de ficheros grabados. Resolver el problema por avance rápido (método voraz) usando el esquema visto en clase. Indicar cómo es la representación de la solución. Datos del problema: n ficheros con tamaños (t1, t2, ..., tn), m discos, todos ellos con la misma capacidad k. (2,25 puntos)
4.  El árbol de abajo representa el espacio de soluciones en un problema de maximización. Para cada nodo se muestra (de izquierda a derecha) la cota inferior, el beneficio estimado y la cota superior. Son soluciones válidas del problema los nodos hoja de nivel 3. El problema se resuelve con ramificación y poda, usando la estrategia LC-LIFO.

Mostrar, para cada paso del algoritmo, la lista de nodos vivos, el valor de la variable de poda C, los nodos podados y la solución óptima actual. Justifica brevemente los pasos más destacados de la ejecución del algoritmo. (2 puntos)

Solución:

	C
	soa
	LNV 
(LC-LIFO)
	Nodo estudiado
	Nodos generados
	Comentarios

	2
	-
	1
	
	
	Inicialización del algoritmo

	5
	-
	2, 3, 4
	1
	2, 3, 4
	

	8
	-
	3, 4, 5, 6
	2
	5, 6
	

	8
	12
	3, 4, 5
	6
	12
	Empate a BE entre 3 y 6, se sigue por el 6. Se genera el 12, pero al ser solución final no se almacena en la LNV

	8
	12
	4, 5, 7
	3
	7
	

	9
	13
	4, 5
	7
	13
	Empate entre 4, 5 y 7. Se sigue por el 7

	10
	10
	4
	5
	10, 11
	Empate entre 4 y 5. Se sigue por el 5

	10
	10
	-
	4
	-
	Al sacar el nodo 4 se poda, puesto que CS(4) <= C. Se vacía la LNV, con lo que acaba el algoritmo devolviendo como solución el nodo 10
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