
ALGORITMOS Y ESTRUCTURAS DE DATOS. 2º GESTIÓN

PARTE 1ª: ESTRUCTURAS DE DATOS. JUNIO 2004

1. En una tabla de dispersión abierta hacemos que las posiciones de la tabla, en lugar de ser listas de elementos, sean árboles AVL. 

a) Hacer una estimación de cuál sería el orden de complejidad de esta estructura para la operación de consulta en los casos mejor, peor y promedio. (1 punto)
b) Señalar las principales ventajas e inconvenientes de esta estructura respecto a la dispersión abierta normal y respecto a los árboles AVL. (0,75 puntos)
c) Suponer que usamos la anterior estructura para insertar los elementos: 16, 72, 826, 1016, 12, 42, 623, 22, 32, siendo el tamaño de la tabla M = 10 y h(k) = k mod 10. Mostrar el resultado obtenido, señalando los pasos más destacados. (1 punto)
Solución:

a)
· En el caso más favorable el elemento se encontraría en la raíz de un árbol, con lo que el coste es constante y la búsqueda tiene un ((1). También ocurriría este caso cuando el árbol correspondiente al elemento a buscar estuviera vacío.

· El caso peor se da cuando todos los datos están en el mismo árbol, y el dato que se busca está en el último nivel del árbol o bien no se encuentra. Como el orden de la altura de un árbol AVL es logarítmico, también en el peor caso, tenemos que la búsqueda tiene un O(log n).
· En el caso promedio suponemos que los n datos se reparten por igual en las M posiciones, por lo que habrá n/M datos en cada árbol. Por tanto, en el caso promedio tenemos un orden de O(1+log n/M).
b)

Podemos comparar el coste de las operaciones de búsqueda de las tres estructuras en los distintos casos:

	
	Más favorable
	Más desfavorable
	Orden del promedio

	Dispersión con listas
	1
	n
	1+n/M

	Árbol AVL
	1
	log n
	log n

	Dispersión con AVL
	1
	log n
	1+log n/M


Por tanto, en cuanto al coste de la operación de búsqueda es preferible la estructura propuesta. Sin embargo, en cuanto a la ocupación de memoria ocurre lo contrario. Respecto a los árboles AVL, requiere más memoria debido a la tabla de punteros a AVL. Respecto a la dispersión abierta normal, utilizamos dos punteros en cada nodo de cada árbol mientras que con listas sólo se necesita uno.

c)

Mostramos cómo queda la estructura después de las inserciones. Cuando hay que balancear un árbol AVL se muestra antes y después de balancear, el caso que ocurre y la operación de balanceo que se realiza:













2. En la estructura de relaciones de equivalencia mediante punteros al padre, mejorada con balanceo de árboles y compresión de caminos, vimos que en las raíces se almacena la altura del árbol correspondiente, en valores negativos. Pero la altura no se recalcula al producirse una compresión del árbol, por lo que podría contener valores incorrectos. Escribir un algoritmo que compruebe si las alturas de los árboles son correctas, actualizándolas en caso necesario. ¿Cuánto es el orden de complejidad de este algoritmo? (2,5 puntos)
Solución:

Recordemos que la estructura de relaciones de equivalencia consiste en un simple array R: array [1,..., n] de entero, donde cada R[i] almacena el índice del padre de i, o será una raíz si es negativo. El procedimiento podría ser como el siguiente.

operación RecalculaAlturas (var R: array [1..n] de entero)

para i:= 1, ..., n hacer
si R[i]<0 entonces
R[i]:= 0

para i:= 1, ..., n hacer


altura:= 0



k:= i



mientras R[k]>0 hacer



k:= R[k]




altura:= altura-1



finmientras


R[k]:= min(R[k], altura)

finpara
En el peor caso, cuando tenemos una única clase, el árbol es una lista. Suponiendo que los números están en el orden 1, 2, ..., n en esa lista (el 1 en el nivel más bajo y el n es la raíz), para 1 se recorren n posiciones en el bucle mientras, para 2 se recorren n-1, etcétera. El tiempo será de la forma: n + n-1 + n-2 +...+ 1, con lo que el orden sería un O(n2). No obstante, hay que tener en cuenta que este peor caso no se puede dar si se usa la técnica de balanceo de árboles. Por lo tanto, la anterior sería sólo una cota superior del orden de complejidad.

Hay que hacer notar que, en la práctica, esta operación no tiene mucho sentido ya que se puede programar fácilmente con un O(n) una operación que haga que cada nodo apunte directamente a su raíz en el árbol.

3. Una empresa de reparto planifica las rutas de su flota de camiones entre distintas ciudades. Tenemos un grafo que representa el mapa de carreteras, siendo C[v,w] el tiempo que se tarda entre los puntos v y w. En general, nos interesará pasar por los caminos mínimos. Pero para prevenir incidentes, como atascos o de cortes de carreteras, decidimos quedarnos con los dos caminos menos costosos (en lugar de sólo con el mínimo).

Diseñar un algoritmo que encuentre los dos caminos de menor coste entre dos nodos dados del grafo. Aplicarlo al grafo de abajo para encontrar los dos caminos mínimos entre 1 y 6.

Nota: obviamente, los dos caminos deben ser distintos, aunque pueden compartir aristas. Por otro lado, ambos pueden tener el mismo coste si la solución óptima no es única. (2,75 puntos)  

Solución:

El problema se puede resolver haciendo las modificaciones oportunas sobre el algoritmo de Dijkstra o el de Floyd.  Mostraremos la modificación del algoritmo de Floyd, que resulta algo más sencilla. Puesto que necesitamos dos caminos mínimos para cada nodo, en lugar de la matriz D del algoritmo original, definimos las matrices D1 y D2 para el menor y el segundo menor camino. La modificación del algoritmo es la siguiente:

operación Floyd2 (C: array [1..n, 1..n] de entero; var D1, D2: array [1..n, 1..n] de entero)


para i:= 1, ..., n hacer



para j:= 1, ..., n hacer




D1[i, j]:= C[i, j]




D2[i, j]:= +(


finpara

finpara

para k:= 1, ..., n hacer



para i:= 1, ..., n hacer




para j:= 1, ..., n hacer





coste1:= D1[i, k] + D1[k, j]





coste2:= min {D1[i, k]+D2[k, j], D2[i, k]+D1[k, j]}





si coste1 <= D1[i, j] entonces





D2[i, j]:= D1[i, j]






D1[i, j]:= coste1






si coste2 < D2[i, j] entonces






D2[i, j]:= coste2






finsi




sino si coste1 < D2[i, j] entonces





D2[i, j]:= coste1





finsi




finpara



finpara


finpara

Si, además de calcular los costes, quisiéramos calcular también los nodos de los caminos, deberíamos llevar sendas matrices P1 y P2, actualizándolas de forma conveniente al encontrar un nuevo mínimo.

4. Supongamos que tenemos las especificaciones formales algebraicas de los TAD Natural, Booleano y ArbolBinario[T], con las siguientes operaciones: 

· N=Natural: cero, sucesor, esCero, suma, resta.

· A=ArbolBinario[T]: crear (devuelve un árbol vacío), construir (dados los parámetros (t, a1, a2), donde t es de tipo T, a1 y a2 de tipo A, crea un árbol en el que t es la raíz, y a1 y a2 los subárboles izquierdo y derecho, respectivamente).

Escribir la semántica de las siguientes operaciones:

a) esABB: A → Booleano
esABB(a) devuelve TRUE si el árbol a es un árbol binario de búsqueda y FALSE en caso contrario. Se supone que disponemos de la operación “<” para comparar dos elementos de tipo T. (1 punto)
b) peorAVL: N x T → A
peorAVL(n, t) devuelve el peor caso de AVL para altura n (es decir, un árbol AVL con el menor número de nodos posible para altura n) donde todos los nodos contienen el valor t. (1 punto)
Solución:

a) esABB: A → Booleano
Definimos las operaciones auxiliares EsMayor, EsMenor: A x T→ Booleano, que dado un árbol a y un elemento t, comprueban si t es mayor que el nodo más a la derecha de a, o si es menor que el nodo más a la izquierda de a, respectivamente.

SEMÁNTICA  ( t, t1, t2 ( T, ( a1, a2 ( A , ( n ( N

EsMayor(crear, t) = TRUE

EsMayor(construir(t1, a1, a2), t2) = SI (a2==crear) ( t1 < t2 | EsMayor(a2, t2)

EsMenor(crear, t) = TRUE

EsMenor(construir(t1, a1, a2), t2) = SI (a1==crear) ( t2 < t1 | EsMenor(a1, t2)

esABB(crear) = TRUE

esABB(construir(t, a1, a2)) = EsMayor(a1, t) AND EsMenor(a2, t) AND esABB(a1) AND esABB(a2)

b) peorAVL: N x T → A
peorAVL(cero, t) = construir(t, crear, crear)

peorAVL(sucesor(cero), t) = construir(t, construir(t, crear, crear), crear)

peorAVL(sucesor(sucesor(n)), t) = construir(t, peorAVL(sucesor(n), t), peorAVL(n, t))
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