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Ejercicios

258.  Aplicar el algoritmo de programacion dindmica para el problema del cambio de
monedas sobre el siguiente ejemplo: n = 3, P =9, ¢ = (1, 3, 4). ;Qué ocurre si
multiplicamos P y ¢ por un valor constante, por ejemplo por 1000000? ;Ocurre lo
mismo con el algoritmo voraz? ;Como se podria solucionar?

259. El nimero de combinaciones de m objetos entre un conjunto de n, denotado por

,paran > 1y 0 <m < n, se puede definir recursivamente por:
m
n .
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m
n n—1 n—1 .
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Conociendo que el resultado puede ser calculado también con la féormula:
n!/(m!-(n-m)!)

a) Dar una funcidon recursiva para calcular [ j, usando la primera de las
m

definiciones. ;Cual sera el orden de complejidad de este algoritmo? Sugerencia:
la respuesta es inmediata.

b) Disefiar un algoritmo de programacion dinamica para calcular ( J Nota: la

m

tabla construida por el algoritmo es conocida como “el triangulo de Pascal”.
(Cual sera el tiempo de ejecucion en este caso?

260. Una variante del problema de la mochila es la siguiente. Tenemos un conjunto
de enteros (positivos) A = {aj, a,, ..., a,} y un entero K. El objetivo es encontrar si
existe algun subconjunto de A cuya suma sea exactamente K.

a) Desarrollar un algoritmo para resolver este problema, utilizando
programacion dindmica. ;Cudl es el orden de complejidad del algoritmo?

b) Mostrar como se puede obtener el conjunto de objetos resultantes (en caso
de existir solucion) a partir de las tablas utilizadas por el algoritmo.

c) Aplicar el algoritmo sobre el siguiente ejemplo A = {2, 3, 5, 2}, K= 7.
(Como se puede comprobar que la solucion no es tinica?

261. Considerar el problema del cambio de monedas. Tenemos monedas de n tipos
distintos (cada uno con valor ¢;), y queremos devolver una cantidad P. Dar un
algoritmo, con programacion dinadmica, para calcular el nimero de formas diferentes
de devolver la cantidad P (independientemente del nimero de monedas que se use).
(Cual es el orden de complejidad de este algoritmo?

Aplicar el algoritmo sobre el siguiente ejemplo: n=4, ¢= {1, 3,4, 7}, P=17.

262. En el problema del cambio de monedas, en lugar de utilizar la ecuacion de
recurrencia:
Cambio (i, Q) = min (Cambio(i-1, Q), Cambio(i, Q - ¢i)+1)
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Decidimos usar la siguiente:
Cambio (i, Q) = mink—o, . |orfij) { k + Cambio (i- 1, Q - k-c[i]) }

a) (Es correcta esta ecuacion de recurrencia para encontrar la solucion?
Explicar cudl es el significado de esta formula.

b) Suponiendo que modificamos el algoritmo de programacion dinamica para
usar la segunda formula, mostrar el resultado del algoritmo para el siguiente
ejemplo: n=4, c= {1, 3,4}, P="7.

c) Estimar el orden de complejidad del algoritmo. Compararlo con el algoritmo
visto en clase.

263. (TG 11.4) Resolver con programacion dinamica el problema del cambio de
monedas, pero teniendo una cantidad limitada de monedas. La cantidad a devolver
es C, tenemos monedas de » tipos (cuyos valores estan dados en tipos: array[1,..,n]
de entero), y de cada tipo tenemos una cierta cantidad de monedas (almacenadas en
un array cantidad: array[1,..,n] de entero). Es decir, de la moneda de valor tipos/i]
podemos dar una cantidad entre 0 y cantidad[i]. Sugerencia: observar la ecuacion
del ejercicio anterior.

264. Una agencia de turismo realiza planificaciones de viajes aéreos. Para ir de una
ciudad A a B puede ser necesario coger varios vuelos distintos. El tiempo de un
vuelo directo de I a J serd T[I, J] (que puede ser distinto de T[J, I]). Hay que tener en
cuenta que si cogemos un vuelo (de A a B) y después otro (de B a C) seréd necesario
esperar un tiempo de “escala” adicional en el aeropuerto (almacenado en E[A, B,
C).

a) Disefar una soluciéon para resolver este problema utilizando programacion
dinamica. Explicar como, a partir de las tablas, se puede obtener el conjunto de
vuelos necesarios para hacer un viaje concreto.

b) Mostrar la ejecucion del algoritmo sobre la siguiente matriz T, suponiendo que
todos los E[A, B, C] tienen valor 1. ;Cual es el orden de complejidad del

algoritmo?
TIi, j] A B C D
A - 2 1 3
B 7 - 9 2
C 2 2 - 1
D 3 4 8 -

265. (TG 11.2) Supongamos una serie de n trabajos denominados a, b, ¢, ... y una

tabla B[1..n, 1..n], en la que cada posicion BJi, j] almacena el beneficio de ejecutar

el trabajo i y a continuacion el trabajo j. Se quiere encontrar la sucesiéon de m

trabajos que dé un beneficio 6ptimo. No hay limite en el nimero de veces que se
puede ejecutar un trabajo concreto.

a) Idear un algoritmo por programacion dindmica que resuelva el problema. Para

ello, definir un subproblema (que permita realizar la combinacion de problemas
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pequefios para resolver problemas grandes), especifica la ecuacion de
recurrencia para el mismo (con sus casos base) y después describe las tablas
necesarias y como son rellenadas.

b) Ejecutar el algoritmo sobre la siguiente tabla, suponiendo que m= 5.

Bli, j] a b c
A 2 2 5
B 4 1 3
C 3 2 2

c) Estimar el tiempo de ejecucion del algoritmo. El tiempo estimado ;es un orden
exacto o una cota superior del peor caso?

266. En una cierta aplicacion del problema de la mochila 0/1, los pesos de los objetos
estan definidos como valores reales. Por ejemplo, tenemos 5 objetos con pesos p =
(3.32,2.15,2.17, 3.21, m/2) y beneficios b = (10.2, 9.2, 8.3, 9.1, 6.5) y capacidad de
la mochila M = 7.7. ;Qué problema ocurre al intentar aplicar el algoritmo de
programacion dinamica? Intenta resolverlo de alguna forma y muestra el resultado.
(La solucion encontrada es la optima?

267. (TG 11.3) Dada una tabla de tamafio nxn de numeros naturales, se pretende
resolver el problema de obtener el camino de la casilla (1, 1) a la casilla (n, n) que
minimice la suma de los valores de las casillas por las que pasa. En cada casilla (i, j)
habran solo dos posibles movimientos: ir hacia abajo (i+1, j), o hacia la derecha (i,
i+1).

a) Resolver el problema utilizando programacion dindmica. Indica la ecuacion
de recurrencia usada, con los casos base necesarios, las tablas para llegar a la
solucion Optima y para recomponer el camino correspondiente a esa solucion
Optima.

b) Mostrar la ejecucion del algoritmo sobre la siguiente entrada.

2 8 3 4

5 3 4 5
1 2 2 1
3 4 6 5

c) Formular el principio de optimalidad de Bellman sobre este problema y
comprobar si se cumple.

268. Los algoritmos de divide y venceras y los de programacion dinamica se basan en
la resolucion de un problema en base a subproblemas. Usando las mismas
ecuaciones de recurrencia de los problemas vistos en el tema de programacion
dindmina (cambio de monedas, mochila 0/1 y algoritmo de Floyd), disenar
algoritmos que resuelvan esos problemas pero con divide y venceras. Compara la
complejidad obtenida con los dos tipos de algoritmos.

En los dos primeros casos, ;por qué los algoritmos no son comparables (al
menos de forma directa) con los algoritmos voraces correspondientes?
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269. En el algoritmo para el cambio de monedas visto en clase, ;jes posible que al
acabar de ejecutarse obtengamos que D[n, P] = +o? En caso afirmativo, ;qué indica
esta situacion? Muéstralo con un ejemplo. En caso contrario, ;jpor qué no es posible
esa situacion?

270. (EX) Considerar el siguiente problema: dado un conjunto de nimeros enteros X
= {Xi1, X2, ..., Xp} y otro entero P, queremos encontrar si existe algin subconjunto
{y1, ..., yx} de X, tal que P =y *y,*... *yx.

Resolver el problema utilizando programacion dinamica. No es necesario
programar el algoritmo, habrd que dar una ecuacion recurrente para resolver el
problema, con los casos base, indicar como son las tablas que se deben utilizar y la
forma de rellenarlas.

A partir de las tablas, mostrar como podemos saber si existe tal conjunto o no, y
en caso de existir como se puede obtener el conjunto solucién {yi, y2, ..., Yk} -

Hacer una estimacion del orden de complejidad del algoritmo.

Ejecutar sobre el siguiente ejemplo: X= {2, 4, 3,9, 10}, P=18.

Nota: tener en cuenta que el problema no es de optimizacion, sino de encontrar
si existe una solucion o no.

271. En el problema de la mochila (igual que en el problema del cambio de monedas)
puede existir en general mds de una solucidon Optima para unas entradas
determinadas. ;Cémo se puede comprobar si una solucién 6ptima es Unica o no,
suponiendo que hemos resuelto el problema utilizando programacion dinamica? Dar
un algoritmo para que, a partir de las tablas resultantes del problema de la mochila,
muestre todas las soluciones Optimas existentes.

272. Resolver el siguiente problema usando programaciéon dindmica. Dada una
secuencia de enteros positivos (aj, az, as, ..., a,), encontrar la subsecuencia creciente
mas larga de elementos no necesariamente consecutivos. Es decir, encontrar una
subsecuencia (aj1, ai, ..., aix), con (aj; < ap < ..<ay)y (1 <il <i2 <... <ik <n). Por
ejemplo, para la siguiente secuencia la solucion seria longitud 6 (formada por los
numeros sefialados en negrita): 3,1, 3,2,3,8,4,7,5,4, 6.

273. (EX) Usando la férmula recursiva para el problema de la mochila 0/1 (vista en
clase), escribe un procedimiento que resuelva el problema pero con divide y
venceras. El cuerpo del procedimiento debe ser:

Mochila(i: entero; M: entero; b, p: array[1..n] de entero): entero

Siendo:
i = Numero de objetos a usar (desde 1 hasta i). M = Capacidad de la mochila.
b, p = Beneficio y peso de los objetos. Valor devuelto = Beneficio 6ptimo.

274. (EX MO02) Considera la variante de los numeros de Fibonacci, que
denominaremos ‘“numeros de cuatrinacci”, definida a continuacion. El n-ésimo
nimero de cuatrinacci es igual a 3 veces el numero (n—1)-ésimo, més 2 veces el
(n—2)-ésimo, menos el n-ésimo nimero de cuatrinacci. El primer y el segundo
numeros de cuatrinacci valen 1y 3, respectivamente. Se pide lo siguiente.

a) Escribe tres posibles implementaciones para el calculo del n-ésimo ntimero de
cuatrinacci usando: un método descendente de resolucion de problemas (por
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ejemplo, un algoritmo de divide y vencerds), un método ascendente (por
ejemplo, de programacion dinamica), y un procedimiento que devuelva el
resultado de forma directa, mediante una simple operacion aritmética. Qjo: las
implementaciones deben ser muy simples y cortas.

b) Haz una estimacion del orden de complejidad de los tres algoritmos del apartado
anterior. Compara los 6rdenes de complejidad obtenidos, estableciendo una
relacion de orden entre los mismos.

275. (EX DO02) Considerar que en el problema de los ratones (ejercicio 143) todos los
pasadizos requieren 1 unidad de tiempo, es decir P[i, j| = 1 si existe el pasadizo
entre i y j. En este experimento se coloca so6lo un ratéon, en una celda dada S, y
estamos interesados en calcular la probabilidad de que consiga salir del laberinto en
el tiempo MAXiMo tiyay.

En este caso, suponemos que el raton se mueve de forma completamente aleatoria
por el laberinto y que en cada instante de tiempo hace un movimiento, excepto si ya
ha salido del laberinto, en cuyo caso no volvera a entrar.

Por ejemplo, si en el laberinto de abajo se coloca el raton en la celda 1, en el instante
siguiente estara en la celda 2 con probabilidad 0.5 y en la celda 4 con probabilidad
0.5. Por lo tanto, la probabilidad de que haya salido en el instante 2 serd 0.

Resolver el problema utilizando programacion dinamica. Definir la ecuacion
recurrente, con sus casos base, la estructura de tablas necesarias y escribir el
algoritmo para resolver el problema. Aplicarlo al ejemplo para tya—= 3 y S=1.

O G 1Im
o o o

276. Resolver el siguiente problema con programacion dindmica. Tenemos un
conjunto de n objetos, cada uno con un peso p = (p1, p2, ..., Pn).- El objetivo es
repartir los objetos entres dos montones diferentes, de manera que queden lo mas
equilibrados posible en peso. Esto es, se debe minimizar la diferencia entre los pesos
totales de ambos montones. Aplicar sobre el ejemplo con n=4y p=(2, 1, 3, 4).

277. (EX M04) En el problema de la mochila 0/1 disponemos de dos mochilas, con
capacidades M1 y M2. El objetivo es maximizar la suma de beneficios de los
objetos transportados en ambas mochilas, respetando las capacidades de cada una.
Resolver el problema mediante programacion dindmica, definiendo la ecuacion
recurrente, las tablas usadas y el algoritmo para rellenarlas.

Datos del problema: n objetos, M1 capacidad de la mochila 1, M2 capacidad de
la mochila 2, p= (p1, p2, ---» Pn) pesos de los objetos, b= (by, ba, ..., by) beneficios
de los objetos.

278. (EX S04) Considerar el problema de la mochila 0/1. En este ejercicio estamos
interesados en calcular el nimero de formas distintas de meter o no los objetos en la
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mochila, pero respetando la capacidad maxima de la mochila. Por ejemplo, si todos
los n objetos cupieran en la mochila, existirian 2" formas posibles. Pero en general,
si no caben todos, habran muchas menos. Resolver mediante programacion
dinamica el problema de calcular el nimero de formas distintas de completar total o
parcialmente la mochila. Datos del problema: n objetos, M capacidad de la mochila,
p= (P1, P2, ---» Pn) pPesos de los objetos).

279. (EX) Tenemos una secuencia de palabras, sacadas del diccionario de la RAE,
que denotaremos por Ppi, P2, ... Pm. Queremos seleccionar subsecuencias de
palabras, en el mismo orden pero no necesariamente consecutivas, de manera que
cada palabra sea un prefijo de la siguiente. El objetivo es encontrar la subsecuencia
mas larga posible. Por ejemplo, si p= (ca, p, d, pre, casa, de, prenda, precio,
prendadora, decagono), la solucion seria (p, pre, prenda, prendadora). Resolver el
problema usando programacion dinamica. Mostrar la ejecucion sobre el ejemplo
anterior. Suponer que disponemos de una operacion Prefijo(cadl, cad?) : bool, para
conocer si una palabra es prefijo de otra.



