
Algoritmos y Estructuras de Datos – Ing. Informática – Primera Parte
Respuestas del examen. 28 de junio de 2.005
1. (2,5 puntos).

a) (1,5 puntos).










b) (1 punto).
	1º) Si borramos el nodo 20 del árbol anterior, se produce un desbalanceo en el nodo 17. Ocurre un caso de eliminación en subárbol derecho con h1>h2, cuya solución es una RDI(17). El árbol resultante es:
	2º) Sobre el árbol de la izquierda eliminamos los nodos 46 y 48. Se produce un desbalanceo en el nodo 71, siendo ahora un caso con h1=h2, cuya solución es una RSD(71). El árbol resultante es:



2. (2,75 puntos).
Analizando un poco el problema, vemos que básicamente no nos queda más remedio que buscar todas las palabras del trie. Para cada palabra, una vez extraída a una cadena (un array de caracteres), comprobamos en una simple iteración si es rima o no. Suponemos las operaciones típicas con cadenas de acceso y concatenación.
operación BuscarRimas (t: NodoTrie; rima: cadena; pos: entero)

ListarPalabras (t, rima, pos, “”)    

// Usamos una operación auxiliar, recursiva
operación ListarPalabras (t: NodoTrie; rima: cadena; pos: entero; pre: cadena)

si Consulta(t, $) ≠ NULO entonces
Comprobar (rima, pre, pos)


para cada carácter c hijo del nodo t hacer
ListarPalabras (Consulta(t, c), rima, pos+1, pre+c)

operación Comprobar (pal1, pal2: cadena; pos: entero)

para i:= pos, ..., Longitud(pal1) hacer


si pal1[i] ≠ pal2[i] entonces
devolver

Escribir (“La palabra ”, pal2, “ es una rima”)

3. (2,75 puntos).
Los caminos mínimos por superficie entre cualquier par de puntos se pueden calcular aplicando el algoritmo de Floyd sobre la matriz T. Pero, ¡ojo!, si lo aplicamos también sobre M no tenemos los caminos mínimos “pudiendo usar el metro” que pide el enunciado, sino usando el metro siempre. Tampoco sería sencillo combinar los caminos mínimos obtenidos aplicando Floyd a T y a M por separado, porque el mínimo puede pasar muchas veces de metro a superficie, y al revés.
No obstante, el problema no deja de ser de caminos mínimos. La cuestión es obtener una matriz de costes que modele la nueva situación. En particular, si tenemos n nodos en el grafo, creamos un grafo con 2n nodos, donde los nodos (1, 2, ..., n) son los puntos de la ciudad en superficie, y los (n+1, ..., 2n) representan los mismos puntos en la red de metro. Entre los primeros n nodos tendremos los costes de T, y entre los siguientes n los de M. Además, de acuerdo con el enunciado, debemos añadir entre cada par de nodos (i, n+i) una arista de coste K. En definitiva, el algoritmo podría ser como el siguiente.
operación MetroMula (T, M: array [1..n, 1..n] de real; K: real) : real

var D1: array [1..n, 1..n] de real

C, D2: array [1..2n, 1..2n] de real

para i:= 1, ..., 2n hacer


para j:= 1, ..., 2n hacer




si (i ≤ n) Y (j ≤ n) entonces  C[i, j]:= T[i, j]




sino si (i > n) Y (j > n) entonces  C[i, j]:= M[i-n, j-n]




sino si (i == j + n) O (j == i + n) entonces  C[i, j]:= K




sino C[i, j]:= 0



finpara


finpara


Floyd (T, D1)
// Suponemos que el primer parámetro es la matriz de costes

Floyd (C, D2)
//   y el segundo es la matriz de caminos mínimos resultantes del algoritmo

suma:= 0

para i:= 1, ..., n hacer



para j:= i+1, ..., n hacer




suma:= suma + D1[i, j] - D2[i, j]


devolver suma/(n(n-1)/2)
4. (2 puntos).
Claramente, los constructores son carroVacío y meter, así que relacionamos todas las demás operaciones con ambos. Además, añadimos la operación distintos, que será de utilidad en la definición de cajaRápida.
SINTAXIS

carroVacío: ( C
meter: C x P x N ( C
sacar: C x P x N ( C
cuántos: C x P ( N

precio: C ( N
cajaRápida: C ( B

distintos: C ( N
SEMÁNTICA
( p, p’( P; ( n, n’ ( N; ( c ( C
1. sacar(carroVacío, p, n) = carroVacío

2. sacar(c, p, cero) = c

3. sacar(meter(c, p, cero), p’, n’) = sacar(c, p’, n’)
4. sacar(meter(c, p, sucesor(n)), p’, sucesor(n’)) = SI esIgual(p, p’) ( sacar(meter(c, p, n), p’, n’)

| meter(sacar(c, p’, sucesor(n’)), p, sucesor(n))
5. cuántos(carroVacío, p) = cero
6. cuántos(meter(c, p, n), p’) = suma(cuántos(c, p’), SI esIgual(p, p’) ( n | cero )
7. precio(carroVacío) = cero
8. precio(meter(c, p, n)) = suma(precio(c), multiplica(n, precio(p)))
9. cajaRápida(c) = esMenor(distintos(c), sucesor(sucesor(sucesor(sucesor(sucesor(cero))))))
10. distintos(carroVacío) = cero
11. distintos(meter(c, p, cero)) = distintos(c)

12. distintos(meter(c, p, sucesor(n)) = SI esCero(n) Y esCero(cuántos(c, p)) ( sucesor(distintos(c))
      | distintos(c)

Algoritmos y Estructuras de Datos – Ing. Informática – Segunda Parte
Respuestas del examen. 28 de junio de 2.005
1. (3 puntos).

Analizando el algoritmo, se puede ver que siempre se realiza el mismo número de operaciones para un n determinado, de manera que coinciden el mejor y peor caso, y podemos obtener un orden exacto. Para ello, debemos predecir cuántas veces será cierta la condición “si j mod i = 0 entonces ...”; es más, no sólo cuántas sino también para qué valores de j. La mejor manera de verlo es simular la ejecución del algoritmo hasta llegar a una conclusión general.
· Para i=1, j va de 1 a 1, y se ejecuta el bucle interno con k desde 1 hasta 1.
· Para i=2,  j va de 1 a 4, y se cumple la condición para j= 2 y 4. De esta forma, el bucle interno se ejecuta primero con k= 1..2 y luego con k= 1..4.

· Para i=3, j va de 1 a 9, y se cumple la condición para j= 3, 6 y 9.

· Para i=4, j va de 1 a 16, y se cumple la condición para j= 4, 8, 12 y 16.

· En general, para cualquier i, se cumple la condición para j= i, 2i, 3i, ..., i·i
Por lo tanto, para cada valor de i, las instrucciones del bucle más interno se ejecutan i+2i+3i+...+i·i veces, lo cual se puede poner como: 
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. Teniendo esto en cuenta, si contamos todas las instrucciones del algoritmo, obtenemos la fórmula para el tiempo de ejecución t(n):
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Observar que el tercer sumatorio (el que hemos deducido arriba) no va dentro del sumatorio de j sino fuera, puesto que indica las ejecuciones del bucle interno para cada i dado. Podemos resolver t(n), usando aproximaciones a los sumatorios mediante integrales donde convenga.
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En definitiva, podemos afirmar que t(n) ( ((n4), t(n) ( o(n4/4), de lo cual podemos concluir que t(n) ( ((n4) y t(n) ( O(n4).
Se podría haber obtenido una cota superior y otra inferior suponiendo que la condición siempre fuera cierta o falsa, respectivamente. Estas suposiciones nos permitirían llegar, respectivamente, a las cotas t(n) ( O(n5), y t(n) ( ( (n3), las cuales, como se puede ver, son correctas aunque no muy precisas.
2. (2 puntos).

Hay que tener en cuenta que este problema es NP-completo, por lo que es “improbable” que exista algún algoritmo voraz que lo resuelva. La demostración de que los anteriores métodos no funcionan se puede hacer mediante contraejemplos.
a) Sea n= 4, R= 100, w= (1, 1, 99, 99)
Está claro que la solución óptima es usar 2 recipientes, metiendo en ambos (1, 99). Pero el criterio a) introduce primero los objetos menos pesados, con lo que la solución usa 3 recipientes, metiendo en uno de ellos (1, 1) y en los otros (99), (99).

b) Este criterio funciona mejor en muchos casos, aunque tampoco es óptimo. Por ejemplo, sea n= 6, R= 100, w= (60, 33, 33, 33, 20, 20)

La solución óptima usa 2 recipientes, con (60, 20, 20) y (33, 33, 33). Pero el criterio b) necesita 3 recipientes, que se llenan así: (60, 33), (33, 33, 20), (20).
c) Sea n= 4, R= 10, w= (5, 3, 7, 4)
Nuevamente la solución óptima usa 2 recipientes: (5, 4), (7, 3). El algoritmo voraz con el criterio c) usaría 3 recipientes: (5, 3), (7), (4).
3. (2,5 puntos)
El problema es parecido al de la mochila 0/1, donde los pesos son los precios de los productos y los beneficios son las utilidades. Si en el problema de la mochila la decisión era “tomar un objeto o no”, ahora la decisión es “comprar 0, 1, 2 ó 3 veces un producto”. Por lo tanto, la ecuación a resolver tiene la forma: Comprar (i, k): entero, que significa “resolver el problema de la compra con los i primeros objetos y dinero k”. Se puede definir recursivamente con facilidad:




-(

Si (k < 0) O (i < 0)

Comprar (i, k) =
0

Si no se cumple la anterior y (i = 0) ó (k = 0)



máximo {Comprar (i-1, k), ui+Comprar(i-1, k-pi),
    2ui+Comprar(i-1, k-2pi+1) , 3ui+Comprar(i-1, k-3pi+3)}

La ecuación a resolver tiene 2 parámetros, luego usaremos una tabla bidimensional, definida de la siguiente forma: T : array [0..m, 0..K] de entero

El algoritmo para rellenarla será:


para i:= 0, ..., m hacer


para j:= 0, ..., K hacer



si (i == 0) O (j == 0) entonces T[i, j]:= 0




sino T[i, j]:= max (T[i-1, j], ui+T[i-1, j-pi], 2ui+T[i-1, j-2pi+1], 3ui+T[i-1, j-3pi+3])

devolver T[m, K]
En la operación max anterior se supone que si un índice se sale del array tenemos un caso base de valor -(. La manera de reconstruir la solución sería empezar en T[m, K] y analizar las decisiones tomadas para cada objeto. Según el máximo sea el primer término, el segundo, el tercero o el cuarto, el objeto correspondiente se debe comprar 0, 1, 2 ó 3 veces, respectivamente.
4. (2,5 puntos)

Cada producto podemos no comprarlo, comprar una unidad, dos o tres, por lo que la solución se representará mediante una tupla s = (s1, s2, ..., sm), siendo cada si = 0, 1, 2 ó 3. Con esto tenemos un árbol de soluciones 4-ario, donde en el nivel i se decide cuántas unidades se compran del producto i-ésimo. La inicialización será s = (-1, -1, ..., -1). Como queremos optimizar la utilidad llevaremos una variable utilidad donde iremos añadiendo la utilidad de los objetos que compramos, y que inicialmente estará a 0. El problema es de optimización, por lo que utilizamos variables auxiliares para la solución óptima y su valor, y la condición de fin es volver al nodo raíz. En voa guardamos el valor de utilidad para la solución óptima en cada momento, y como estamos en un problema de maximizar se inicializa a -(. En un array soa del mismo tipo que s guardamos la solución óptima en cada momento, y lo podemos inicializar a –1, como el array solución. Al tener una restricción según el precio, usaremos una variable precio que contendrá el precio total de los objetos que hemos comprado, y la compararemos con el número de euros K para comprobar si la compra es válida. Las funciones básicas del esquema serían las siguientes:

	operación Inicializar


voa:= -(
    
utilidad:=0

          
precio:=0


nivel:= 1


s:= (-1, -1, ..., -1)


soa:= (-1, -1, ..., -1)

operación Generar (nivel, s, precio, utilidad)


s[nivel]++

          
si s[nivel](0 entonces

     precio:= precio + p[nivel] - s[nivel] + 1


     utilidad:= utilidad + u[nivel]

      
finsi
	operación Solución (nivel, s, precio)


devolver (nivel==m) Y (precio<=K)

operación Criterio (nivel, s, precio)


devolver (nivel<m) Y (precio<=K)

operación MasHermanos (nivel, s)


devolver s[nivel] < 3
operación Retroceder (nivel, s, precio, utilidad)


precio:= precio – 3*p[nivel]+3

     
utilidad= utilidad-3*u[nivel]


s[nivel]:= -1


nivel:= nivel - 1


Con estas funciones, y suponiendo el esquema de maximización visto en clase, el algoritmo está ya completamente definido. Podríamos mejorar un poco la eficiencia, haciendo una poda más exhaustiva, por ejemplo, basada en la función objetivo: si la utilidad actual más la de los productos que quedan por tratar es menor que el óptimo actual, podar el nodo. Esto se puede conseguir con una simple modificación de la función criterio:

operación Criterio (nivel, s, precio, utilidad)


devolver (nivel<m) Y (precio<=K) Y (utilidad+maxutil[nivel+1] <= voa)

donde maxutil es un array donde se ha almacenado la máxima utilidad que se podría alcanzar teóricamente a partir de cada nivel. Por ejemplo, si las utilidades son (4,3,5,2), el array maxutil es (42,30,21,6). Estas utilidades máximas se obtendrían suponiendo que los niveles no tratados de s se rellenan con valor 3. Es decir, maxutil[m]:=3*u[m], maxutil[m-1]:= 3*(u[m-1]+u[m]), maxutil[m-2]:= 3*(u[m-2]+u[m-1]+u[m]), etc.
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Caso II(71) RSI(71)
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Caso ID(100) RDI(100)
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Caso II(29) RSI(29)
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Caso DI(29) RDD(29)
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