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Capitulo 1
ALGORITMICA

1.1 Definicién de algoritmo

1.1.1 Definicién informal

Un algoritmo es un conjunto de reglas para resolver un problema, pero este conjunto
de reglas debe estar completamente definido sin dejar lugar a dudas en su interpretacién
(concepto de definibilidad). Un conjunto de reglas de este tipo, para ser un algoritmo,
debe poder implementarse en un lenguaje de programacion por medio de un programa,
debe tener unos datos de entrada (aunque el nimero de datos de entrada puede ser
cero), y producir unos datos de salida; y debe realizarse, para cada conjunto de datos
de entrada, un ndmero finito de pasos en un tiempo finito (concepto de finitud) para
producir el conjunto de datos de salida (la salida puede ser que no encuentre solucién).
Para los mismos datos de entrada pueden producirse o no siempre los mismos datos de
salida; en el caso en que se produzcan siempre los mismos datos de salida el algoritmo
se llama determinista, y en caso contrario no determinista. Un algoritmo seria
una funcién f : E — S, pero si es no determinista puede que no sea posible definir la
funcién, lo que pasa en Programacion Concurrente y Paralela, donde en muchos casos
la salida puede depender no sélo de la entrada sino también de factores temporales.

A pesar de la finitud de un algoritmo puede que éste no sea efectivo por no poder
ejecutarse en un tiempo finito lo suficientemente pequenio como para poder ser tomado
como finito segin una medida humana. Como ejemplo se puede ver el problema de las
torres de Hanoi:

Ejemplo 1.1 Problema de las torres de Hanoi. Se tienen tres varillas verticales que
llamaremos origen, destino y pivote, y una serie de discos de distintos tamanos y
con un orificio central. Los discos se encuentran en la varilla origen y pretendemos
pasarlos a la varilla destino. Los discos estan inicialmente de menor a mayor tamano
(de arriba a abajo) en la varilla origen y deben quedar finalmente en la misma posicién
en la varilla destino. Se puede usar la varilla pivote para hacer movimientos inter-
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medios, consistiendo cada movimiento en cambiar un unico disco de una varilla a otra
(obviamente el disco en la parte superior de un montén de discos), y no pudiendo en
ningin momento haber un disco por encima de otro de menor tamano en una misma
varilla.

El problema se puede resolver recursivamente de la forma:

Hanoi(origen,destino,pivote,discos):

si discos # 1
Hanoi(origen,pivote,destino,discos — 1)
moveruno(origen,destino)
Hanoi(pivote,destino,origen,discos — 1)

€1 otro caso
moveruno(origen,destino)

El tiempo de ejecucién en el caso base (cuando hay un dnico disco) serd constante
(1) = a; y en el otro caso serd t(n) = 2t(n — 1) 4+ b, con b constante. Expandiendo la
recurrencia llegamos a t(n) = 2" (a+b)—b, con lo que para 60 discos y suponiendo que
las constantes a y b tienen un valor de 1ps (una operacién basica tarda en ejecutarse un
micro segundo) el tiempo necesario para resolver el problema seria de aproximadamente
1363 siglos!.

La demostracién de que una regla de cédlculo es un algoritmo (cumple las carac-
terfsticas aqui especificadas) no es ficil. Incluso en los casos més sencillos puede ser
bastante complicado.

1.1.2 Definicion de Knuth

Una definicién mas formal de algoritmo se puede encontrar en el libro de Knuth [12]:

Definicién 1.1 Un método de célculo es una cuaterna (Q, I, W, f) donde:
() es un conjunto que contiene a I y W,y

f:Q — Q con f(w) =w para todo w perteneciente a W.

@ es el conjunto de estados del calculo,

I es el conjunto de estados de entrada,

W es el conjunto de estados de salida y

f es la regla de célculo.

Definicién 1.2 Una secuencia de cdlculo es zq,z1,25,...donde o € [y V£ >0 :
f(zx) = zx11- La secuencia de cdlculo acaba en 7 pasos si n es el menor entero con
z, €W.

Veamos como esta definicién formal de algoritmo (el método de cdlculo) cumple las
propiedades que hemos dicho de manera informal que debe de cumplir un algoritmo:



1.1. DEFINICION DE ALGORITMO 7

o Se cumplird el concepto de finitud si toda secuencia de calculo a la que pueda
dar lugar el método de célculo es finita.

¢ Existe un conjunto de posibles entradas, que es I en la definicién.
¢ Existe un conjunto de posibles salidas, que es W en la definicion.

o En cuanto a la definibilidad, el algoritmo estd definido con el método de cdlculo,
pero, dado un método de calculo, ;se puede hacer un programa? ;en qué
lenguaje? jen un tiempo razonable?

o El método de cdlculo serd eficiente si el valor de n en cada secuencia de célculo
es un valor "razonable” .

Ejemplo 1.2 Como ejemplo veremos el algoritmo de Euclides:
Dados m y n niimeros enteros positivos con m > n se trata de calcular el m.c.d(m,n)
haciendo:

1. Hallar r = resto(™)

2. Sir =0 acabar y m.c.d(m,n) =n

3. Sir#0hacerm=n, n=ry volver al
En este algoritmo tenemos:

e @ ={(n)/ n € N}U{(m,n)/m,n € NYU{(m,n,r,1),(m,n,r,2),(m,n,r,3)/
m,n € N,y r € NU{0}}

o I ={(m,n)/m,n € N}
o W={(n)/neN}
o f(n) =(n)
f(m,n) = (m,n,0,1) (suponemos que 0 es el valor inicial y final de )
f(m,n,1,1) = (m,n,resto(™), 2)
_ (n) si =0
f(m,n,1,2) = { (m,n,m,3) si 7#0
f(m7 n? T’ 3) = (n7 T’ ,r’ 1)
donde 1, 2 y 3 indican el paso del algoritmo en que estamos, los pares (m,n)

indican las entradas y (n) las soluciones.

Para calcular el Mdximo comiin divisor de 6 y 4 la secuencia de célculo serfa: (6,4),
(674107]‘)7 (6747212)7 (6747273)7 (472727 )7 (47270’2)7 (2)'
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Una definicién formal, como la de método de célculo, nos puede ayudar a deteminar
de manera cientifica y rigurosa si un algoritmo acaba, si es eficiente, ... (las propiedades
de las que hemos hablado), pero ;nos sirve para disefiar programas reales y analizarlos?
En el ejemplo que hemos visto hemos hecho el programa (en seudocédigo, con goto, ...)
y después hemos comprobado la definicién formal; pero esto no es lo que nos interesa.
En el curso se analizardn y disefiardn algoritmos de una manera més informal pero més
cercana a la realidad de la programacién, quedando los aspectos més cientificos para
otras asignaturas, como Modelos Abstractos de Calculo.

1.2 Algoritmica

1.2.1 Programacion

Un algoritmo puede representarse en un lenguaje como el que usamos normalmente,
pero este tipo de lenguajes para la comunicacién humana deja un gran margen a la
intuicién y a la posibilidad de miltiples interpretaciones, lo que no debe ocurrir con
un algoritmo, por lo que la expresién final de un algoritmo debe realizarse en un
lenguaje de programacién (implementado o no) por medio de un programa, pues se
supone que el ordenador capaz de utilizar este programa esta totalmente desprovisto
de intuicién (aunque con técnicas de Inteligencia Artificial se pueda simular), con lo
que el conjunto de reglas que constituyen el algoritmo no dara lugar a dudas en su
interpretacién siempre que quien quiera que lo lea haga un minimo esfuerzo. Lo que
usaremos sera un seudolenguaje que no definiremos pero que debe ser lo suficientemente
claro para que podamos entenderlo, y debe corresponder a la idea que tenemos de un
lenguaje imperativo.

La representacién de un algoritmo se puede hacer en un lenguaje natural, en un
seudolenguaje, y en un lenguaje de programacion, y la evolucion del algoritmo hasta su
representacion como programa se puede representar segun la figura 1.1, en donde se ve
que el algoritmo y la estructura de los datos evolucionan al mismo tiempo hasta llegar
al programa ejecutable y a la estructura de datos sobre la que actua el programa.

1.2.2 Algoritmica

La algoritmica estudia técnicas para la realizacién de algoritmos eficientes. Diremos
que un algoritmo es mas eficiente que otro cuando gasta menos recursos, como pueden
ser tiempo y memoria, en la resolucién de un problema; pero la comparacién entre
algoritmos no es tan sencilla de hacer, pues puede ocurrir que un algoritmo sea mas
eficiente que otro para unos determinados conjuntos de datos de entrada, y menos
eficiente para otros, por lo que se puede estudiar la eficiencia de un algoritmo en el
caso mas favorable, en el peor caso y en término medio y, aunque puede parecer que
en término medio es el mejor tipo de andlisis, puede ocurrir también que tengamos
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Estructura de datos

\ Programacién
Modelizacién \ y
ipo
modelo \ estructura
matematico —| abstracto
Problema de datos de datos
real )
algoritmo en programa en
. = programa,
lenguaje / . i
seudolenguaje ejecutable
nagural /

unos determinados datos de entrada con una probabilidad mayor que otros, por lo que
la, media deberia ser ponderada y se presenta la dificultad adicional del calculo de las
probabilidades. Por tanto, la Algoritmica estudiard, ademds de técnicas de disefio de
algoritmos, técnicas para medir la eficiencia de los algoritmos, de manera que se pueda

Algoritmica

Figura 1.1: Proceso de programacién

decidir qué algoritmo es mejor utilizar para la resolucién de un problema concreto.

1.2.3 Analisis de algoritmos

Como ejemplo de comparacién de algoritmos podemos estudiar la ordenacién de nu-
meros segin los dos algoritmos siguientes escritos en seudolenguaje y acompanando a
cada instruccidn que consideramos elemental un par de nimeros para poder referirnos

a ella en el estudio:

Algoritmo 1.1 ordenarl:
1.1  fin=false
1.2 mientras no fin

1.3
14
1.5
1.6
1.7

fin=true
parat=1,2,...,n—1

sl x; > Tit1
cambiar
fin=~false

Algoritmo 1.2 ordenar2:

21 para:=1,2,...,n—-1
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2.2 paraj=:1+1,4+2,...,n
2.3 six; > T
2.4 cambiar

Estudiamos el nimero de veces que cada uno de los algoritmos pasa por una sen-
tencia de las que hemos considerado elemental para los conjuntos de entradas: 1,2,3.4
y 4,3,2,1. El estudiar los algoritmos en casos tan particulares como estos (para un
tamafio de la entrada e incluso para una entrada fija) puede ser una buena decisién
si no se sabe abordar el problema desde el principio de una manera mas general; pero
hay que tener en cuenta que lo que nos interesa es el estudio general del algoritmo y
no el andlisis de un caso particular.

Para la entrada 1,2,3,4 ordenarl pasara por:

1.1121314 1.5 parai =1

14 1.5 parat =2

14 1.5 parat=3

1.2 (salida del bucle)

Para 1,2,3,4 ordenar2 pasard por:

212223 parai=1, j=2

2223 parai=1, 7=3

2223 parai=1, j =4

212223 parat=2, j=3

2223 parai =2, j=4

212223 parait =3, j=4

Para la entrada 4,3,2,1 ordenarl pasara por:

1.112131.4151.6 1.7 (quedard 34 2 1)

14 1.5 1.6 1.7 (quedard 3 2 4 1)

14 1.5 1.6 1.7 (quedard 3 2 1 4)

121314 1.51.6 1.7 (quedard 2 3 1 4)

14 1.5 1.6 1.7 (quedard 2 1 3 4)

1415

1.21.31.4 1.5 1.6 1.7 (quedard 1 2 3 4)

1415

1415

12131415

1.4 1.5

1415

1.2 (salida del bucle)

Para 4,3,2,1 ordenar2 pasara por:

21222324 (quedard 3421)

2.2 2.3 2.4 (quedard 24 3 1)

2.2 2.3 2.4 (quedard 14 3 2)

2.12.22.3 2.4 (quedard 1 3 4 2)
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2.2 2.3 2.4 (quedard 1 2 4 3)

2.12.22.324 (quedard 1 2 3 4)

Como se puede ver, los dos algoritmos son bastante ineficientes y se han usado
sélo para hacer su comparacion. El ordenarl ordena 1,2,3,4 ejecutando 10 sentencias
elementales, mientras que ordenar2 lo hace en 15, lo que puede hacer suponer que
ordenarl es mejor algoritmo que ordenar2; pero para ordenar 4,3,2,1 ordenarl necesita
46 sentencias elementales y ordenar2 21, de donde parece que ordenar2 es mejor que
ordenarl. Para poder compararlos habria que hacer una media para todas las posibles
entradas ordenadas de todas las maneras posibles, pero puede que esto tampoco sea,
lo méas adecuado pues es mucho mas probable que necesitemos ordenar un numero
pequefio de ndmeros (entre unos cientos y unos miles) que un billén de niimeros. Lo
que se hace normalmente es comparar los algoritmos dependiendo del tamaiio de la
entrada. No siempre es facil determinar qué se considera tamano de la entrada, pero
en el caso de ordenar nimeros puede ser la cantidad de datos a ordenar.

Hemos comparado los dos algoritmos para un cierto tamafo de las entradas y una
cierta distribucién de éstas. Para hacer una comparacién més general empezaremos
suponiendo una entrada ordenada de n niimeros. En este caso el algoritmo 1.1 tarda
un tiempo:

tn=141t,+1 (1.1)

siendo %,, el tiempo de ejecucién del bucle mientras y suponiendo que una asignacién y
una comparacién tardan una unidad de tiempo en ejecutarse (el primer 1 corresponde
a la asignacion inicial; y el segundo 1 corresponde a la ultima comprobacién del bucle
mientras, en la que no se entra al cuerpo del bucle), y

ty=2+1; (1.2)

siendo £ ¢ el tiempo de ejecucion del bucle ”para” que se ejecuta n—1 veces y en cada una
de ellas tiene lugar una asignacién a i (la i varfa de 1 a n—1) y una comparacién. No se
realiza ningun cambio ni la asignacién pues estamos suponiendo la entrada ordenada.
Ademds, por estar la entrada ordenada sdlo se pasa una vez por el cuerpo del while.
De este modo:

th=24+t,=44+(n-1)2=2n+2 (1.3)

Y el segundo algoritmo tendrd un tiempo:

tn:"Z_l(l-l—z": 2) :E(l-l—?(n—i)):n—1+7§2(n—i):n2—1 (1.4)

i=1 i=1

Las graficas correspondientes a estas férmulas se muestran en la figura 1.2, donde
se ve que el algoritmo 1.1 es mejor que el 1.2 (en el caso més favorable) porque su
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crecimiento es menor.

400

alg(l)ritmo 11 —
350 - algoritmo 1.2 - - -

300 -
250 - o ]
200 - .
150 - _
100 |- .

80 - i

0 3 10 15 20

Figura 1.2: Tiempos de ejecucién en el caso mds favorable de los dos algoritmos

Analizamos los algoritmos en el caso més desfavorable (entrada ordenada inversa-
mente):
En ordenarl tendremos:

j=1 i=1 i=1

n n—1 n—j
tn=2+z(2+22+22)=3n2—n+2 (1.5)

y para, ordenar2:

n

1 n
fy = (1+Z3)=;n2—§—1 (1.6)

i=1 j=itl

El tipo de andlisis que hemos hecho con los dos métodos de ordenacién anteriores
tiene una serie de inconvenientes: hemos considerado que todas las sentencias tardan lo
mismo en ejecutarse, lo que no es verdad; tampoco en todas las maquinas y con todos
los compiladores idénticas sentencias tardan lo mismo; no hemos tenido en cuenta el
tipo de dato que tienen los z;; ni sabemos si los datos que queremos ordenar van a
estar ya ordenados, inversamente ordenados o arbitrariamente ordenados. Por todo
esto, lo que haremos al analizar un algoritmo no sera calcular su tiempo de ejecucién,
sino hacer una estimacion del tiempo pero teniendo en cuenta que éste dependerd de
una amplia gama de factores.
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Ademas, no habra reglas generales para analizar algoritmos, aunque veremos las
técnicas mas usuales, y una comparacion mas precisa dependerd del sistema en que
queramos compararlos (mdquina, compilador, ...).
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Capitulo 2
ANALISIS DE ALGORITMOS

2.1 Introduccion

El andlisis de algoritmos tiene sentido como paso previo a la realizacién de un programa,
0 a posteriori.

Como paso previo tiene sentido como cualquier otro estudio previo para evitar
la pérdida de tiempo ante la maquina; para determinar si un algoritmo es bueno y
merece la pena hacer un programa para ese algoritmo o pensar otro mejor; y para
poder determinar entre dos algoritmos o programas dados cudl es preferible.

Como estudio a posteriori tiene sentido para comparar dos programas o para en-
contrar la causa del mal funcionamiento de un programa.

2.1.1 Tiempo de ejecucion

En el andlisis de algoritmos se puede estudiar el tiempo de ejecucién y la ocupacion
de memoria. Lo que se intentard es que los programas se ejecuten en poco tiempo y
necesitando poca memoria (normalmente el uso de poca memoria implica una mejora en
el tiempo de ejecucién). El tiempo se mide en unidades de tiempo desde que empieza la
ejecucion del programa hasta que se obtienen los resultados. No calcularemos un valor
exacto del tiempo de ejecucién pues no tendremos un programa sino un algoritmo,
y el tiempo real de ejecucién dependerd del programa que se haga (por tanto de la
experiencia del programador), de la mdquina en que se ejecute, del compilador utilizado,
de los tipos de datos, de los usuarios trabajando en el sistema, etc... Lo que se intentara,
calcular es la forma en que crece la funcién tiempo de ejecucién en funcién del tamaiio
de la entrada. Por ejemplo, si tenemos varios numeros a ordenar dependera de la
cantidad de nimeros; si calculamos el factorial de un niimero dependera del valor de
éste; si sumamos enteros largos dependera de la cantidad de enteros a sumar y de
las longitudes de los enteros, por lo que hay veces que el tiempo es funcién de dos
parametros o mds. Muchas veces ni siquiera seremos capaces de calcular la forma en

15
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que crece el tiempo de ejecucién, por lo que podemos intentar calcular el tiempo en
el caso mas favorable o en el mds desfavorable, encontrando de este modo una cota
inferior y otra superior del tiempo de ejecucién. Otras veces nos puede interesar obtener
el tiempo promedio sumando los tiempos de cada una de las posibles entradas por la
probabilidad de que aparezca la entrada:

b(n) = Y to)p(0) 2.1)
ges

donde S es el conjunto de todas las posibles entradas. El tiempo promedio no siempre
se calcula asi, sino que algunas veces es preferible calcularlo contando las operaciones
afectada cada operacién por la probabilidad con que se ejecuta. De este modo se tiene
una aproximacion del tiempo de ejecucién y no unas cotas como con el tiempo en el
caso mas favorable y mas desfavorable. Para cualquiera de los tiempos tratados nos
puede ocurrir que por las caracteristicas del algoritmo no seamos capaces de determinar
su valor, y en estos casos podemos intentar a su vez encontrarles una cota inferior y
otra superior. Este sentido tendran las notaciones asintdticas que estudiaremos poste-
riormente.

Errores comunes Hay una serie de fallos usuales de los que es conveniente huir
(isobre todo en los exdmenes!):

o El caso mas favorable no es tener el menor tamafio posible en la entrada, sino,
dado un tamafo de entrada fijo, cual es la distribucién de los datos que necesita,
de un menor tiempo de ejecucion.

o El tiempo promedio no es la media de los tiempos mas favorable y mas desfavo-
rable.

e No siempre los casos mds favorables y més desfavorables son los que aparentan.
Por ejemplo, en una ordenacién rapida (Quick-sort) el caso mas favorable puede
no ser el de tener los datos ordenados sino todo lo contrario: ese caso puede ser
el mas desfavorable.

2.1.2 Ocupacion de memoria

En cuanto a la ocupacién de memoria se puede decir que es la cantidad de memoria,
necesaria para poder ejecutar el programa y, por tanto, serd la mayor cantidad de
memoria que se ocupa durante la ejecucién del programa.

Todo lo dicho sobre los tiempos de ejecucion, la imposibilidad de calcular su valor
exacto y las necesidades de calcular cotas, sirve también para la ocupacién de memoria.

Ejemplo 2.1 Como ejemplo de ocupacién de memoria vemos el caso de la funcién
factorial:
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fact(n):
sin#l
return(fact(n — 1)n)
en otro caso
return 1
Si hacemos la llamada fact(10) necesitamos espacio para n = 10 y otro para almacenar
el valor que devuelve fact (se ocupa en realidad mas espacio pues se necesitan indices
de regreso, etc...), al hacer la llamada con n = 9 se necesitardn otras dos posiciones
para el valor de n y el valor a retornar por la funcidn, y asi sucesivamente. Cuando
hagamos fac(1) tendremos diez espacios para diez enes distintas y otros diez para los
diez valores a devolver por fact, y a partir de ahi se deshacen las llamadas recursivas y
se libera la memoria, con lo que en el momento de mayor ocupacién hemos necesitado
20 posiciones. Si en vez de con n = 10 lo hacemos con un n general necesitamos
2n posiciones, por lo que la ocupacién de memoria es m(n) = 2n, donde podemos
prescindir del 2 pues lo que nos interesa es la forma en que crece la funcién, ya que
este valor lo hemos obtenido haciendo unas suposiciones un tanto artificiales.

2.1.3 Otros factores

Casi siempre lo que se estudia es el tiempo de ejecucidn, pues suelen aparecer antes los
problemas con tiempos de ejecucién que con ocupacién de memoria.

Ademas de determinar la ”bondad” de un algoritmo cuantitativamente estudiando
el tiempo de ejecucion y la ocupacién de memoria, hay que tener en cuenta que en lo
bueno que sea un programa entran otros factores como pueden ser el que sea ficil de
mantener y de entender, facil de programar, y que haga un uso eficiente de los recursos
de que disponemos.

2.1.4 Conteo de instrucciones

La forma mds bésica de estudio del tiempo de ejecucién consiste en contar las instruc-
ciones que se ejecutan a lo largo de la ejecucién de un programa.

Ejemplo 2.2 Estudiaremos el algoritmo de busqueda secuencial con centinela:
i=0

aln+1] =z
repetir
t=1+1

hasta a[i] = z
Las dos primeras asignaciones se ejecutan siempre, y también se ejecuta siempre una
vez el cuerpo del bucle y la comprobacién final, por lo que en el caso mejor (cuando
a[l] = z) se ejecutan 4 instrucciones que consideraremos elementales.



18 CAPITULO 2. ANALISIS DE ALGORITMOS

En el peor caso (cuando z no estd en el array) tanto el cuerpo como la comprobacién
del bucle se ejecutan n + 1 veces, por lo que se ejecutan 2n + 4 instrucciones.

En el caso promedio, si consideramos que z estd en el array con probabilidad
p (por lo tanto no estd con probabilidad 1 — p) y que supuesto que estd tiene la
misma probabilidad de estar en cualquiera de los n lugares del array, tendremos una
probabilidad 2 de que esté en el lugar i con ¢ entre 1 y n. Como estando en el lugar i
el nimero de operaciones es 2: + 2, tendremos que el nimero medio de operaciones es:

il (%(“2”) +@+22m)(1-p)=@+n)p+(“+2)(1-p) =

=1

2n+4—-(n+1)p (2.2)

2.1.5 Influencia de la estructura de los datos

Tanto la complejidad temporal como espacial dependen no sélo del algoritmo sino
también de la representacién de los datos.

Ejemplo 2.3 Consideramos un grafo no dirigido con n nodos.

El grafo se puede representar por medio de una matriz de adyacencia que tendra
n filas y columnas, o por listas de adyacencia habiendo una lista para cada nodo y
estando en la lista asociada a un nodo n; todos los nodos ny del grafo para los que
hay una arista (ny,n2). En la figura 2.1 se muestra un ejemplo de un grafo con cuatro
nodos y su representacion como matriz de adyacencia y con listas de adyacencia.

La complejidad espacial de la representacién con matriz de adyacencia es de n?, y
de las listas de adyacencia es n + a, donde a representa el nimero de aristas del grafo.

Un algoritmo de inicializacién del grafo tendrd un coste n? si trabajamos con
matrices de adyacencia, ya que hay que poner a 0 6 1 todas las entradas de la matriz.
Si se trabaja con listas de adyacencia hay que crear los 7 nodos cabecera de las listas,
y por cada arista crear un nodo en una de las listas, de modo que el coste es n + a.

Para calcular el grado de salida de un nodo (el nimero de nodos a los que se puede
acceder desde él directamente), con matrices de adyacencia el coste serd n ya que hay
que recorrer toda la fila de la matriz asociada al nodo e ir contando el nimero de unos.
Con listas de adyacencia hay que recorrer la lista asociada al nodo, y esta lista tiene
un nodo por cada nodo del grafo al que se puede acceder directamente desde el nodo
del que queremos calcular el grado de salida, con lo que el coste serd exactamente el
grado de salida del nodo.

Para calcular el grado de entrada de un nodo (niimero de nodos desde los que se
puede acceder directamente a ese nodo), si trabajamos con matrices de adyacencia hay
que recorrer la columna asociada a ese nodo, con lo que el coste es n. Si trabajamos
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1 0 1 1 0 1 = 2 = 3 nil
1) (2 21 0 0 1 0 2 =| 3 | nil
3l 0 0 0 0 3 | nil

@)%@ 4 1 0 1 0 4 =| 1 =| 3 | nil

Figura 2.1: a) Grafo. b) Matriz de adyacencia. c) Listas de adyacencia

con listas de adyacencia, hay que recorrer las n listas de adyacencia visitando los a
nodos de las listas y comprobando para cada uno de ellos si corresponde al nodo del
que queremos calcular el grado de entrada, con lo que el coste serd n + a.

No podemos por tanto deducir que una representacién es mejor que la otra. Para
el célculo del grado de salida es mejor utilizar listas de adyacencia, pero para el grado
de entrada es mejor utilizar la matriz de adyacencia.

Un factor a tener en cuenta también es que estos costes iran afectados de unas
constantes que serdn mayores en el caso de las listas de adyacencia.

2.1.6 Asignacion de tiempos

Para el estudio de los programas hay que tener en cuenta que un criterio razonable de
asignacién de tiempos es:

e las operaciones de entrada/salida se hacen en una unidad de tiempo, en lo que
se llama un paso de programa (salvo si son operaciones de entrada/salida de una
hilera),

e en los [F y CASE tomaremos el tiempo de ejecucién mas largo de las distintas
partes para obtener una cota superior, y el mds corto para obtener una cota
inferior,

o en los FOR es un } con indices los del FOR,

o cuando hay procedimientos hay que identificar los que no llaman a ninguno, e ir
averiguando los tiempos de los procedimientos en funcién de los procedimientos
a que llaman,
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e en los WHILE y REPEAT habrd que determinar, si se puede, una cota superior
del nimero de veces que se ejecutan, u obtener los indices de un sumatorio que
correspondan a las veces que se pasa por el bucle (tal como con los FOR).

2.2 Notaciones asintoticas

2.2.1 Definiciones

Definicién 2.1 Dada una funcién f : N — R* (donde R* es el conjunto de los
ndmeros reales positivos), llamamos orden de f al conjunto de todas las funciones de
N en R* acotadas superiormente por un mdltiplo real positivo de f para valores de n
suficientemente grandes. Se denota O(f), y serd:

O(fy={t: N— Rt/3ce Rt,3n, e N,¥n > ny: t(n) <cf(n)}

Se pueden considerar funciones ¢ que sean indefinidas o que tomen valores negativos
para un numero finito de valores de n € N, pues s6lo nos interesa lo que pase para
valores de n suficientemente grandes. De este modo podremos decir que n? —8 € O(n?)
o que log(n —10) € O(n), aunque la funcién f(n) = n* — 8 no es una funcién de
N — R" pues toma valores negativos, y la funcién f(n) = log(n — 10) tampoco es
de N — R* pues no estd definida para valores < 10.

Cuando se estudia un algoritmo se trata de encontrar la funcién f mds simple
posible de manera que ¢t € O(f), donde ¢ representa el tiempo de ejecucién del algoritmo
(también puede ser una medida de la cantidad de memoria necesaria) en funcién de la
dimensién de la entrada. La funcién ¢ es normalmente muy dificil de calcular, por lo
que se trata de buscar la f que mds se le aproxime asintGticamente (cuando n tiende
a 00).

Tenemos establecida una relacién de orden en el conjunto de los 6rdenes de fun-
ciones del siguiente modo:

O(f) <O0(g) si Yt € O(f),t € O(y)

con lo que intentamos encontrar el menor O(f)/t € O(f).

Escribiremos < o C indistintamente pues la ordenacién entre érdenes no es sino
una inclusién de conjuntos.

Si tenemos que t(n) = n? +2n — 5, t(n) € O(n?), t(n) € O(n®), etc..., pero la que
m4s se acerca es n?, por lo que decimos que ¢ es del orden de O(n?). Ademds, se puede
comprobar que O(n? + 2n — 5) = O(n?), y en general se cumple:

e O(c) = O(d) con ¢ y d constantes

e O(c) C O(n)
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e O(cn+0b) =O(dn+e),si cy dson constantes positivas
e O(p) = O(q) con p y q polinomios de igual grado
e O(p) C O(g) si p es un polinomio de grado menor que ¢

donde consideramos que las constantes y los coeficientes principales de los polinomios
tienen valores positivos.

Definicién 2.2 Dada una funcion f : N — R™, llamamos omega de [ al conjunto
de todas las funciones de N en R acotadas inferiormente por un miltiplo real positivo
de f para valores de n suficientemente grandes. Se denota Q(f), y serd:

Q(f)={t: N— R*/3ce R*,3n, € N,¥n >ng: t(n) > cf(n)}

Para la notacién omega sirven las mismas relaciones que para el orden, pero cam-
biando el sentido de las desigualdades.

Definicién 2.3 Dada una funcién f : N — R™, llamamos orden exacto de [ al
conjunto de todas las funciones de N en RT que crecen (salvo constantes y asintdtica-
mente) de la misma forma que f. Se denota 6(f), y serd:

0(f) = 0()) NUS)

Se puede comprobar ficilmente que la definicién de 6 es equivalente a otra forma
de definicién similar a las dadas para O y €

Propiedad 2.1 Dadas f ygde N en R™, f € 8(g) & Jc,d € R, 3ng € N/Vn > ny :
cg(n) < f(n) < dg(n).

Cuando se estudia un algoritmo y se obtiene que ¢(n) = n® + 2n — 5 se sabe que
su orden exacto es 0(n?), pero en otros casos no se puede calcular el orden exacto sino
el orden y el omega, con lo que tendremos en un cierto sentido una cota superior e
inferior de la forma en que crece el tiempo de ejecucién del algoritmo.

Algunas veces no interesa perder la informacién de los coeficientes del término de
mayor orden. En este caso se utiliza la notacién o(f).

Definicién 2.4 Dada una funcién f : N — R*, llamamos o pequenia de f al
conjunto:

o(f)z{t;N—>R+/nlggo%=1}

En el caso en que ¢ sea un polinomio de grado m, t € O(n™) y t € o(aypn™).
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2.2.2 Propiedades
Algunas de las propiedades de las notaciones asintéticas vistas hasta ahora son:

Propiedad 2.2 Si f € O(g) y g € O(h) entonces f € O(h). (Si f € Qg) y g € Q(h)
entonces f € Q(h))

demostracién:

Porque f € O(g) : ey ng /Vn > ng, f(n) < cg(n)

Porque g € O(h) : Ad y ny /Vn > ny, g(n) < dh(n)

Siendo e = ¢d y ny = maz (ng, ny) se cumple que Vn > ny es f(n) < cg(n) < eh(n),
por lo que f € O(h)

Propiedad 2.3 Si f € O(g) entonces O(f) C O(g). (Si f € Qg) entonces Q(f) C
f2(g))
Propiedad 2.4 Dadas f y g de N en R se cumple:

i) O(f)=0(g) & f € 0(g) y g € O(f). (Af)=%(g) & feg) ygeQf))
W) O(f) CO(g) & f € 0(g). (AUf) CQg) & feg))

demostracion:

i)

=

feO0(f)=0(g) y g € O(g) = O(f),
<

f € O(g) = (por la propiedad 2.3) O(f) C O(g), y la otra inclusién igual.
if)
=

f€0(f) € Olg),
<
f € O(g) = (por la propiedad 2.3) O(f) C O(g).

Hay funciones que no cumplen f € O(g) ni g € O(f). Por ejemplo:

| n* sunespar
f(n) = { nd sin es impar

(n) = n° st es par
g n? sin es impar

Propiedad 2.5 Dadas f y g de N en RY, O(f + ¢) = O(maxz(f,q)). (Uf+9) =
Q(maz(f,g)))

demostracién:

f(n) + g(n) < 2maz(f(n),g(n)) = f + g € O(maz(f, 9))

y maz(f(n),g(n)) < f(n) + g(n) = maz(f, g) € O(f +g),
por lo que, por la propiedad 2.4 i), se deduce que O(f + g) = O(maz(f, g))-
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De la propiedad 2.5 se deduce que para obtener O de un algoritmo basta obtenerlo
de su parte mas larga. Pero hay que tener cuidado con los bucles, pues en un buble
por el que se pasa un niimero de veces dependiente del tamano de la entrada es erréneo
deducir que el O del algoritmo es el de su parte méas larga.

Propiedad 2.6 Dadas f ygde Nen R™,0(f)=0(g) < 0(f)=0(g) & febg
Q(f) = Ug).

demostracion:

Si O(f) = O(g), por la propiedad 2.4.i), 3b,c € R*,3ng € N/¥n > ny: f(n) <
cg(n) y g(n) < bf(n). Sit € 6(f), por la propiedad 2.1, Id,e € R*,3Ing € N/
Yn > ng: df(n) < t(n) < ef(n), por lo que a partir de un cierto ng se cumple que
%g(n) <t(n) < ecg(n), y por la propiedad 2.1, t € 0(g), luego 6(f) C 6(g). Del mismo
modo se demuestra que 6(g) C 0(f).

El resto de las equivalencias se demuestran de manera, similar.

Propiedad 2.7 Dadas f y g de N en R*, se cumple:

i) limy 00 B8 € R* = O(f) = 0(9), f) = 2g) y 0(f) = 0(g).
i) limn_,ooii(%)l =0 = O(f) C O(g) v Qg) C Qf), pero f no tiene por qué
pertenecer a 6(g).

#1) limy, o0 ii(% =+oo = Q(f) C Qg) vy O(g) C O(f), pero f no tiene por qué
pertenecer a 6(g).

demostracion:

i) Todas las igualdades son equivalentes por la propiedad 2.1, por lo que basta con
demostrar una de ellas. o

Si el limite es [, a partir de un cierto no tenemos que (I —68) < ¢ < (I + ) para

un 6 € R* con [ —4§ > 0, por lo que (I —46)g(n) < f(n) < (I -I-ES)g(n) y, por la
propiedad 2.4 se demuestra.

ii) 36/f < &g, a partir de un cierto ng, y esto implica que f € O(g). De la
propiedad 2.4 se deduce.

Como contraegjemplo podemos tomar f(n) =n, g(n) =

iil) VM, f > Mg, a partir de un cierto ng, y esto implica que f € Q(g). De la
propiedad 2.4 se deduce.

Como contraejemplo podemos tomar g(n) =n, f(n) = n’

n?.

2.2.3 Cotas de complejidad mas corrientes

El orden de un polinomio a,z" + ... + ay, con a,, positivo es O(z").

El orden de un sumatorio Y7 172 es O(m™1).

La medida logarimica aparece cuando se hace una operacién para &, otra para 7,
otra para g,y asi sucesivamente. En este caso la complejidad es O(log, n).

Las medidas mas frecuentes que aparecen en el estudio de los algoritmos son las
polinémicas y logaritmicas y producto de éstas.
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Algunas relaciones entre érdenes de complejidad son: O(1) C O(logn) C O(y/n) C
O(n) C O(nlogn) C O(nlognlogn) C O(n*) C O(n®) C ... C 0(2") C O(n!) C
O(n™). En general, con p y ¢ enteros positivos se cumple O ((logn (né)

Con la notacién € se invierten las inclusiones.

Todas las inclusiones se pueden demostrar utilizando la propiedad 2.7.

Por ejemplo, podemos demostrar que O(logn) C O(,/n) calculando el limite:

lim —

n—yoo \/7

ya que O(In n) = O(logn) al diferenciarse en una constante. Aplicando la regla de
I'Hopital tenemos:

Inn i

1

lim — = hm——hm— 0

n—oo \/ﬁ n—oo oD n—00 \/7

con lo Eue queda demostrado lo que queriamos. Del mismo modo se puede demostrar

que O (logn)Q) cO (n%):
" In®>n i 2n L " Aln n 0
= = lilm =
s NG Rty L Y

Para demostrar que O (2") C O(n!) basta con observar que < 22 por lo que
su limite es cero. En el caso de O(n!) C O (n™) basta con observar que 2 < 1 cuyo
limite es también cero.

2.3 Ecuaciones de recurrencia

En el andlisis de algoritmos se suele llegar en el calculo del tiempo de ejecucion a
ecuaciones de recurrencia que se presentan en general como:

b st n < ng
tn) = { g(t(n),t(n—1),...,t(n —k),n) sin>ng (23)

Ejemplo 2.4 En el algoritmo de las Torres de Hanoi tenemos:
Hanoi(n, 1, j, k) /*Paso de n aros de i a j teniendo a k de pivote*/
sin=1
mover(i, /)
en otro caso
Hanoi(n — 1,1, k, j)
mover(i, )
Hanoi(n — 1, k, j, )
finsi
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fin
Y el numero de movimientos se puede obtener a partir de la férmula:

i(n) = 1 stn=1
Tl 2(n—1)4+1 sin>1

lo que da lugar a una ecuacién de recurrencia.

2.3.1 Ecuaciones lineales homogéneas

El caso més sencillo serd el de ecuaciones lineales homogéneas de coeficientes constantes:

agt(n) + arit(n — 1)+ ... + axt(n — k) =0 (2.4)

donde los coeficientes a; son constantes. Se llama lineal porque la ecuacién es lineal y
homogénea porque no tiene término independiente de t.
Buscamos una solucién de la forma ¢(n) = z™ con z constante. De este modo:

Gz +a g™ . Fa” =0

con lo que habra que resolver la ecuacién caracteristica:

ar” + " 4.+ =0 (2.5)

Puede ocurrir que las soluciones de la ecuacién caracteristica sean todas distintas
(81,89, -- -, k), en cuyo caso toda combinacién lineal ¢(n) = ¥ (¢;s*) es una solucién
de la recurrencia, y para determinar los valores de las constantes habra que resolver el
sistema formado imponiendo las condiciones iniciales.

Ejemplo 2.5 Como ejemplo veamos cuél es la solucién de la recurrencia ¢(n) — 3t(n —
1) — 4¢(n — 2) = 0 cuando n > 2, con condiciones iniciales t(0) = 0y #(1) = 1.

La ecuacién caracteristica es 22 — 3z — 4 = 0, que tiene soluciones -1 y 4, por lo
que t(n) = ¢; (—1)" + 24", e imponiendo las condiciones iniciales tenemos:

Cl‘|‘02:0
—Cl+4C2:1

de donde ¢; = —} y ¢ = £, con lo que la solucién es t(n) = § (4" — (-1)").

Puede ocurrir que las soluciones de la ecuacién caracteristica no sean simples.

Si s es una raiz de multiplicidad m, el polinomio caracteristico se descompone
como p(z) = (z — s)™g(z), con lo que todas las derivadas del polinomio p(z) hasta la
de grado m — 1 se anulan para z = s.

De este modo, sea 2" *p(z) = 0 la ecuacién polinémica que representa la ecuacién
de recurrencia original, su derivada es (n— k)z"*~p(z) + 2" *p'(z), que se anula para
T =s.
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Por otro lado, la derivada es agnz™™' + a;(n — 1)z" 2 + ... + ax(n — k)" %1, y

con z = s queda qyns™ ' +a;(n—1)s" 2 +...+ax(n— k)s"*1, y multiplicando por s
tendremos agns™ +ar(n—1)s""' +...+ax(n—k)s" ™, con lo que se ve que t(n) = ns"
es solucién de la ecuacién de recurrencia.

Del mismo modo se puede comprobar que siendo s una solucién de multiplicidad

m, s, ns™. n?s",....,n™ g™ son soluciones de la ecuacién de recurrencia.
b) b b) b) b

Ejemplo 2.6 Como ejemplo veamos cuadl es la solucién de la recurrencia ¢(n) = 5t(n—
1) — 8t(n — 2) + 4¢(n — 3) cuando n > 3, con condiciones iniciales ¢(0) =0, #(1) =1y
t(2) = 2.

La ecuacién caracterfstica es z° — 522 + 87 — 4 = 0, que se descompone como
(z — 1)(z — 2)? = 0, por lo que la solucién general de la recurrencia es ¢(n) = ¢;1" +
22" 4+ ¢3n2", e imponiendo las condiciones iniciales tenemos el sistema de ecuaciones:

c1+c =0
Cl-|-202-|-203:1
ci+4cy+8c3 =2

y resolviendo el sistema tenemos t(n) = —2 4 271 — 271,

Este ejemplo de resolucion de ecuacién de recurrencia no puede corresponder a un
caso real de cdlculo de tiempo de ejecucién pues el término de mayor orden en #(n)
aparece con coeficiente negativo, lo que corresponde a un tiempo de ejecucién negativo
cuando el tamafio de la entrada aumenta.

2.3.2 Caso general

Generalizando al caso:

agt(n) + art(n — 1) + ... + axt(n — k) = "p(n) (2.6)

donde b es una constante y p(n) un polinomio de grado d, la ecuacién caracteristica es:
k k-1 d+1 _

(aox + a1z +...+ak)(:r—b) =0 (2.7)

Ejemplo 2.7 Este tipo de ecuaciones también se pueden resolver reduciendo el orden

del polinomio p(n).
Si tenemos

t(n) — 2t(n — 1) = 3"(n + 1) (2.8)

multiplicando por 3 tendremos:

3t(n) — 6t(n — 1) = 3" (n 4+ 1) (2.9)
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y sustituyendo en la ecuacién 2.8 n por n + 1 tenemos:

t(n+1) = 2t(n) = 3" (n +2) (2.10)
y restando a 2.10 la ecuacién 2.9:
t(n+1) — 5t(n) + 6t(n — 1) = 3" (2.11)

con lo que se ha disminuido en uno el grado de p(n). Haciendo lo mismo repetidamente
se llega, en un niimero finito de pasos, a una ecuacién homogénea que se resuelve como
se vio en la subseccién anterior.

Para ecuaciones de la forma:

apt(n) + at(n — 1)+ ... + axt(n — k) = 0'pi(n) + bypa(n) + ... (2.12)
se tiene como ecuacidn caracteristica:

(aoazk +at T ak) (€ —b)" " (2 - b))% ... =0 (2.13)

2.3.3 Cambio de variable

Algunas veces, para resolver ecuaciones de recurrencia, se puede hacer un cambio de
variable para transformar la ecuacién a uno de los tipos vistos en las subsecciones
anteriores.

Ejemplo 2.8 Si

Ho) = a sin=1
(n) = 2t(§)+bn con b positivo, sin > 1, yn =2

haciendo el cambio n = 2% obtenemos:

a sik=0
t@ﬂ:{%@“ﬁ+wkﬂk>0

La ecuacién caracteristica es (z — 2)2, por lo que la solucién general es de la forma,
tr = 128 + k2% y, deshaciendo el cambio, es t(n) = ¢in + conlogn € O(nlogn).
Faltaria calcular las constantes o al menos asegurarnos de que c; es positiva, pero
calculandolas queda ¢c; =a y co = b.

Como hemos supuesto que n es potencia de dos habria que aplicar el teorema 2.1
para quitar esa restriccion.
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2.3.4 Transformacion de la imagen

Se utiliza en algunos casos para resolver ecuaciones recurrentes no lineales.

Ejemplo 2.9 Si

) 6 stin=1
(n) = nt2(%) sin>1

haciendo el cambio n = 2F obtenemos:

- 6 sik=0
(%) = 242 (21) ik >0
y tomando logaritmos:

log t — log 6 sik=0
8% =\ k+2logt,, sik>0

Se hace una transformacion de la imagen v;, = logt, con lo que queda:

_ ) log6 sik=0
T k2, sik>0

La ecuacién caracteristica es (z — 2)(z — 1)* = 0, por lo que las soluciones posibles
son de la forma vy = ¢,2% + ¢, + c3k. Se calculan ¢, ¢; ¥ c3 planteando las ecuaciones
correspondientes a vg, v1 ¥ vz, con lo que queda vy = (3 +log3)2F —k — 2 = logty, y
tomando exponentes y simplificando queda que (n) = w

Como hemos supuesto que n es potencia de dos habria que aplicar el teorema 2.1
para quitar esa restriccidn.

2.3.5 Técnica de la induccion constructiva

Para resolver algunas ecuaciones de recurrencia se puede utilizar la técnica de induccién,
de modo que si suponemos que ¢ € 6(f) (O(f) 6 Q(f)) lo podemos demostrar por
induccién.

Ejemplo 2.10 Como ejemplo vemos la ecuacién de recurrencia:

t(n)— a stn=1
Tl mPtntn—1) sin>1

Podemos suponer (pues es razonable hacerlo asi) que t(n) € 6(n!).
Para demostrar esto demostraremos por induccién que ¢(n) € O(n!) y que ¢(n) €
Q(n!).
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Empezamos demostrando que ¢(n) € Q(n!):

Esté claro que £(1) > v1! para un cierto valor constante de v que puede ser a.

Suponemos que t(n—1) > v(n—1)!. Como t(n) = bn® +nt(n—1) > bn*+nv(n —
1)! > vn!, luego t(n) € Q(n!).

Demostrando ahora que t(n) € O(n!):

Estd claro que £(1) < ull para ciertos valores constantes de u.

Suponemos que t(n — 1) < u(n — 1)!. Tenemos t(n) = bn? + nt(n — 1) < bn? +
nu(n — 1)!, de donde no podemos deducir que ¢(n) € O(n!).

Suponemos que existen enteros positivos u y w tal que t(n) < un! — wn. Esto se
cumplird para n = 1 dependiendo de los valores de u y w.

Suponemos que se cumple para t(n — 1), por lo que #(n) < bn® + n
(u(n —1)! —w(n — 1)) = un!+((b — w)n + w)n, y para que esta expresién sea menor o
igual que un!—wn tiene que ser (b—w)n+w < —w, de donde tiene que ser w > b-"5.
Tomando w = 2b se satisface la desigualdad y se cumple la recursién, y tomando
a = u — 2b se cumplird también el caso base.

Lo dificil con este método puede ser acertar con la funcién.

2.4 Generalizacion de las notaciones

2.4.1 Notaciones condicionales

Algunos algoritmos son més faciles de estudiar cuando se consideran tamaifios en la
entrada dentro de un cierto conjunto como puede ser €l de las potencias de 2. Para estos
casos se pueden utilizar notaciones asintéticas condicionales. La ventaja de utilizar
estas notaciones es que generalmente se puede eliminar la condicién una vez estudiado
el algoritmo.

Definicién 2.5 Dada una funcion f : N — Rt y P: N — {true, false} definimos
el orden de f segin P como:

O(f|P)={t: N— R*/3c€ R*,3ng € N,¥n > ng: P(n) = t(n) < cf(n)}

Se pueden definir de manera similar Q(f|P) y 6(f|P).
En algunos casos puede interesar restringirnos a valores de n que cumplan una
cierta condicién y posteriormente quitar la restriccién utilizando el siguiente teorema:

Teorema 2.1 Sib > 2 esunenteroy f : N — R una funcidn que es no decreciente
a partir de un valor ny (eventualmente no decreciente) y f(bn) € O(f(n)) (f
es b-arménica), yt : N — R™ es eventualmente no decreciente tal que t(n) €
0(f|n potencia de b), entonces t(n) € 0(f).
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Ejemplo 2.11 Si

t(n):{a stin=1

t([g]) +1 ([%1) +bn con b positivo, sin > 1

donde | | representa al entero méds préximo menor y [ | al entero mds préximo mayor.
Serd més facil resolverlo suponiendo que n es una potencia de 2, pues en este caso
tenemos:

; a sin=1
(n) = 2t (%) +bn con b positivo, sin>1, yn=2"

Podemos calcular su orden del siguiente modo:

si n = 2% tenemos t(2’“) = 2t (2k‘1) + b2k = 2 <2t (2’“‘2) -|—b2’“‘1) + b2k =
2% (Qk‘2) +202F = ... = an + bnlogn que es de orden f(nlogn|n es potencia de 2).

A partir de esto, y utilizando el teorema 2.1, se puede calcular el orden exacto del
tiempo de ejecucién en el caso general: sélo hay que demostrar que ¢ y f(n) = nlogn
son no decrecientes y que f es 2-armonica.

f es 2-armdénica pues f(2n) = 2nlog2n = 2nlogn + 2n € O(nlogn). Y ademds es
eventualmente no decreciente pues nlogn es creciente en todo su dominio.

Para demostrar que ¢ es eventualmente no decreciente tenemos el problema de que
sélo conocemos ¢ por su ecuacién de recurrencia. Se puede demostrar por induccidn:

t(2) =2¢(1) + b > t(1),
y suponiendo que es eventualmente no decreciente para valores menores o iguales a n
demostraremos que t(n + 1) > t(n):
si n es par tenemos 2] = [y [2] +1 = [%], por lo que t(n+1) > t(n). Y

2 2
similarmente se demuestra la desigualdad para n impar.

2.4.2 Notaciones con varios parametros

Puede ocurrir que tengamos un algoritmo en el que el tiempo de ejecucién dependa
de més de un parametro. En este caso se necesitan notaciones asintdticas con varios
parametros, por ejemplo:

Definicién 2.6 Dada una funcidn f : N™ — R*, llamamos orden de f al conjunto
de todas las funciones de N™ en R* acotadas superiormente por un mailtiplo real po-
sitivo de f para valores de (ny,na, ..., Ny) suficientemente grandes. Se denota O(f),
y serd:

O(f)={t: N™ — R*/3c€ R*,3n;,ny,..., Ny € N,
Vkl anykZZnQa"',kanm:t(klakZa"':km) Scf(klak%"',km)}
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2.5 Problemas

Problema 2.1 Obtener O y {2 para el algoritmo de multiplicacién de matrices:
FORi=1TOn

FOR j=1TO n
suma =0
FORkE=1TOn
suma = suma + afi, k|b[k, j]
ENDFOR
cli, j| = suma
ENDFOR
ENDFOR
Solucidn:

En este caso siempre se ejecutan las mismas instrucciones independientemente de
la entrada, por lo que O(f) = Q(f) = 0(f).
Tenemos:

cl-l—zn: (C2+§(CS+§:C4)) =

i=1 =1

1 +§: (crl—zn: (c;»,-l—cm)) =

i=1 j=1

n
)+ Z (02 +c3n+ C4n2) =
i=1
¢+ eon + c3n2 + c4n3
por lo que t € §(n?).

Problema 2.2 Obtener O y €2, y 6 del tiempo promedio para el algoritmo de busqueda
binaria:
1=1
j=n
REPEAT
m=(i+j) DIV 2
IF a[m] > z
j=m-1
ELSE
1=m+1
ENDIF
UNTIL ¢ > j OR a[m] =z
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Solucién:

El caso mds favorable serd cuando en la primera comparacién de a[m| con z sean
iguales. Se habran ejecutado 6 instrucciones, por lo que ¢t € Q(1).

El caso més desfavorable serd cuando z no esté en el array (estamos suponiendo
el array ordenado). Si n es una potencia de 2 tenemos que t(n) = 2+ 4 + 1, (g) =

24+4+4+14, (%) =...=2+4(logn+1), con lo que t € O(logn|n potencia de 2).

Para quitar la restriccién de que n sea potencia de 2 se aplicara el teorema 2.1.
logn es creciente y 2-arménica, pues log2n = 1 +logn € O(logn). Ademds, t(n) =
6+, (L"Q;IJ) 6t(n) =6+, ([gj), lo que da una funcién eventualmente no decreciente
pues si es creciente para valores menores que n también serd t(n + 1) > ¢(n) como se
ve facilmente sustituyendo n por n + 1 en la férmula de ¢.

Para calcular el tiempo promedio supondremos que el elemento esté en el array con
probabilidad p (por tanto, no estd en el array con probabilidad 1 —p). Las dos primeras
instrucciones se ejecutan siempre, después se ejecutan 4 instrucciones por cada paso
por el bucle. El nimero de pasos por el bucle es lo que varia segiin la posicién donde
esté el elemento: puede encontrarse a la primera con probabilidad  pues esto ocurre
cuando es igual al primer elemento con que se compara; se puede encontrar a la segunda

si es el elemento en la posicién ¥ o ?jT", lo que ocurre con probabilidad 2;”; en general,

. “e i—1 . . ’
se encuentra en el paso 7 con probabilidad 2Tp. Por tanto el tiempo promedio sera:

9 4 logn—1 logn logn
2+4<3+2—p+3—p+...+1ogn p>=2+422i2z‘122+28/ 22 do
n n n n n i nJo

y resolviendo la integral por partes tendremos una o (ln%p log n)

Problema 2.3 Demostrar que siendo a,b,’ € R yce€ Ncone >0y

f(n)z{b, sin<mng

af(n—c)+b sin>mng
a<l=feO(l),
a=1= feO(n),
a>1:>f60(a%).

Solucion:
f(n)=b+af(n—c)=b+ab+af(n—2) =...=b(1+a-|—a2-|—...-|—ak_1) +
aff(n — kc), con k el menor entero tal que n — ke < ny.
Sia<l:
b(l_“k) ks b '
fln) = =7=—=+a" < - + ¥, con lo que f € O(1).
Sig=1:

f(n)=bk+¥,yalsern—ke>0esk <%y feO(n)
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Sia>1:
al ser k£ el menor entero tal que n — ke < ng, tendremos n — (k — 1)c > ny =

n—ng
ko= m=mo 11>k =l L gy < b(“ ) ey
n—mng+c> C:>T‘|‘ > :>f(n)— aT-I—a < T+a c )

nyO(a%).

Problema 2.4 Demostrar que siendo a,b,' € R*f,c€e Nconc>0ydeRy:

R 510 <n<n
f(n)_{af(n—c)-l-bn-l-d i n > mng
a<1l= feO0(n),
a=1= fe0n?,
a>1=fe0 a%).
Solucién:

fn)y=d+bn+af(n—c)=d+bn+ad+ab(n —c) +d*f(n—2c) =
d(l-l—a-l—aQ)-|—b(n-|—a(n—c)+a2(n—20))+a3f(n—3c):...:
d(1+a-|—...+ak_1)-I—b(n-l—a(n—c)-l—...-l—ak_l(n—(k—l)c))-l—akb'

El término que multiplica a b se puede poner como

n(1+a+...+ak—l)_ca(1-|—2a-|—...-|-(k_1)ak—2)

y el término que multiplica a ca es la derivada de @ +a® + ... 4+ a*~!, cuya suma es

=% nos queda que:

a—1"

1—a” 1—a* 1+ka*(a—1) -
=d b —b
fn) T—a M1-q (a—1)?
Y sustituyendo para los distintos valores de @ > 1 y a < 1 obtenemos el resultado,
tal como en el problema 2.3.
Con a = 1 no podemos utilizar la férmula pues el denominador es 0. Pero en este

caso la férmula es f(n) = db-+bnk—beEfth+ < d (220 + 1) +bn (222 + 1) € O (n?).

+ "y

Problema 2.5 Dados a,b,0' y ¢ como en el problema 2.3, con ¢ > 1, y:

v sil<n<n

f(n):{ af(%)+b st m >y

demostrar que:
a<l= fe0(1),
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a=1= f e O(log,n),
a>1=f¢€ O(nlogc“).

Problema 2.6 Dados a,b,b' y ¢ como en el problema 2.5,y d € R, y:

B b si1<n<n
fln) = af(%)+bn+d sin > ng

demostrar que:
a<c=fe0(n),
a=c= f € O(nlog,n),
a>c= f €0 (nosr).

Problema 2.7 Siendo b y k dos constantes positivas, b,k € N*, y siendo a,c,p € R,
de forma que @ > 1, b > 2, y dada la siguiente ecuacién:

n koo
i(n) = at (Z)-I—cn sz.n>n0
p si0<n<n

obtener, desarrollando la férmula mediente sucesivas sustituciones, el orden de t(n)
dependiendo de la relacién entre a y b.
Solucién:

—at (™M tet=ala (™) ve(™) fm ot (B) vt (148) =
t(n)-at(b)-l—cn —a(at<b2)-|—c(b) )-I—cn =a°t ® +cn 1-|—bk =..
ma [T k a a\? a\™!
=a t(b—m>+cn 1+b_k+<b_k) -|--|'(b—k)

con m el menor tal que ;z < ng, con lo que = > ng = logb;—o >m-—-1=
log, n — logy ng +1 > m.
Si a = b* queda:

logy, n—logy, no+1

a"p+enfm<a p + en® (logy n — log, ng)

log, n log, a

y comparando los términos en n, tenemos a =n"y n*log,n. Con lo que
el orden es O(n*logn).

Si a < b*, la funcién se puede poner en la forma:

=N

bkm _ ami
b —a bFm

y teniendo en cuenta que log,n — log, ng +1 > m, y comparando los términos en n,

a™p + cnf

tendriamos los términos n'°¢® y n¥ que, al ser log, a < k, da un orden O (nk)
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Si a > b* se razona de manera similar, siendo en este caso los términos en n: n'°8 2

kEfa logy n log;, a log; a
yn (b—k) :ngb,yelordenO(n &b )

Problema 2.8 Calcular el tiempo de ejecucién y el orden exacto del siguiente algo-
ritmo:
p=0
fori=1ton
p=p+i*1
forj=1top
writeint(a[p, j])
endfor
endfor
Solucion:
Coni=1,p=1,yjvarfaentre 1y 1,
coni=2,p=1+22%yjvarfaentre 1y 1+2?%
con i =3, j varfa entre 1y 1+ 2% 4+ 3%,
y en general, para un cierto 4, j varia entre 1y 1+ 2%+ 3%+ ... +4°.
Supondremos que todas las operaciones elementales consumen un tiempo unidad.
j toma el valor 1 n veces, los siguientes valores, del 2 al 1+22, n—1 veces, los siguientes
valores n — 2 veces, ... De este modo, el numero de operaciones elementales es

n+(n—1)22+(n—2)32+...+(n—(n—l))n2=nz_1(n—z')(z'+1)2=

n—1 n—1 n :ZO
ng(wl)?—gi(iﬂ)?:nfo (2 +2i+1) di —/0 (8 +20% +4) di=
’I’L4 ’I’L3 ’fL2
ICREEIY

y el orden exacto es 6 (n?).

Problema 2.9 Resolver la ecuacion recurrente ¢, —2f,_1—1=0,conn > 1,y t; = 0.
Solucién:
La ecuacién caracteristica es (z —1)(z —2) = 0, con lo que la solucién general serd
de la forma t(n) = ¢;2" + c,.
Obtenemos ¢; y ¢y con:

t(0)=0=cl-|—02

de donde ¢; =1y ¢o = —1.
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Problema 2.10 Resolver la ecuacién recurrente ¢, — 2t, 1 =n+2", conn > 1,y
£, = 0.

Solucidn:

La ecuacién caracteristica es (z — 2)(z — 1)*(z — 2) = 0, con lo que la solucién
general serd de la forma t(n) = ¢ + con + 32" + c4n2™.

Obtenemos ¢y, ¢y, €3 ¥ ¢4 CON:

t0)=0=1¢ +c3

t(1) =2t(0) +3=3=1c1+ c2 + 2¢c3 + 2¢4
t(2) =2t(1)+ 6 =12 = ¢; + 2¢cy + 4¢3 + 8¢y
t(3) =2t(2) + 11 =35 =¢; + 3¢2 + 8cs + 24¢y

[N

de donde = —2, Co = —1, 63:2y04: 1.

Problema 2.11 Resolver la ecuacién recurrente t(n) = at ( )-I—cn si n > ng, siendo
b>2,ng>1,k>0,ay creales positivos y n una potencia de b.

Solucién:

Hacemos el cambio m = log, n, con lo que queda t,, — at,,_; = cb*™.

La ecuacién caracteristica es (z — a)(x — b*) = 0, con lo que la solucién general
serd de la forma t(n) = cia™ + cob*™.

Deshaciendo el cambio queda:

t(n) — Clalogbn + Cgbkbgb" — Clnlogba + Cznk

Faltaria calcular ¢; y ¢y, pero para esto necesitariamos algiin caso base.

Problema 2.12 Calcular el tiempo de ejecucién de la siguiente funcién. Escribir
también el valor final de la funcién.

PROCEDURE recursiva(n:INTEGER):INTEGER

IFn=1

recursiva = 1
ELSE

recursive = 2recursiva(n — 1)
ENDIF

ENDrecursiva

Solucién:

Sea a el tiempo constante debido a la comprobacién de la condicion n = 1, b el
tiempo constante de la asignacion recursiva = 1, ¢ el tiempo constante de la llamada a
recursiva con n—1 (asignacién y liberacién de memoria), la multiplicacién del resultado
por 2, y la asignacién a recursiva.

De este modo:
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i(n) = a+b sin=1
" late+tn-1) sin>1
Sin < 0no tiene sentido la llamada a la funcién pues no acabaria sino al producirse

un error.
Desarrollando:

tn)=a+c+tat+ctiln-2)=...=(a+c)n—-1)+t(l)=(a+c)(n—-1)+a+b

por lo que t € f(n).

El valor final de recursiva(n) es 2*~!, lo que se demuestra por induccién:
recursiva(l)=1,
y si recursiva(n)= 2"1, recursiva(n + 1)= 2 2"~! = 2™,

Problema 2.13 Calcular el tiempo de ejecucién, en funcién del valor de n, del si-

guiente algoritmo.
PROCEDURE algoritmo(z:ARRAY[1..MAX,1..MAX] OF tipo;n:INTEGER)

VAR
i, ;INTEGER,
a,b,c:ARRAY[1.MAX,1..MAX] OF tipo
BEGIN
IFn>1
FORi=1TO 2
FOR j=1TO o
ali, j] = a[i, J]
by =g + 3
di ] = oli + 3]
ENDFOR
ENDFOR
algoritmo(a, )
algoritmo(b, 3)
algoritmo(c, §)
ENDIF
ENDalgoritmo
(la divisi6n es division entera).
Solucién:

Sea a el tiempo de comprobacién de la condicién n > 1, b el tiempo de una
asignacion en un FOR, c el tiempo de comprobacién de si el indice del FOR sobrepasa,
el limite superior, d el tiempo de acceso a z[i, j] y asignacién (suponemos que las tres
asignaciones que aparecen de elementos del array tardan el mismo tiempo d), e el
tiempo en la llamada y regreso del procedimiento algoritmo.
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De este modo:

a sin=1
t(n) = a+z§(mm+zﬁﬂw+Mwﬂ+%+wﬁ%)gn>1

Si & >MAX suponemos que se produce error y no consideramos este caso. Supon-
dremos para calcular el tiempo que 7 es potencia de 2 (posteriormente se puede quitar
esta restriccién).

Consideraremos t(n) = ki + kon + ksn® + 3t (%), siendo ki = a +3e, ky = % y
ky = 3dtbte

1
Desarrollando se llega a:

nlog3 -1

t(n) = kl 9

+ 2ky (nl°g3 - n) — 4k (nl°g3 - nz) +n'%83q ¢ f(n?)

Problema 2.14 Calcular el tiempo de ejecucién de:
PROCEDURE uno(n:INTEGER)
VAR
1, 5,2, y: INTEGER
BEGIN
z=0
y=20
FOR¢=1TOn
IF par()
FOR j=+1TOn
r=z+1
ENDFOR
ELSE
FOR j=1TOi-1
y=y+1
ENDFOR
ENDIF
ENDFOR
ENDuno
Solucién:
Las asignaciones z = 0 y ¥ = 0 consumen un tiempo constante independientemente
del valor de n. Lo llamamos a.
El FOR consume un tiempo Y1, (b + (7)), donde #(¢) es el tiempo consumido en
el cuerpo del FOR para un valor determinado de ¢, y b es el tiempo correspondiente a,
la actualizacién de ¢ y a la comprobacién de si se ha llegado al final del FOR.
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En la instruccién IF se produce siempre la comprobacién par(z), luego nos queda
w1 (b4 c+1t¢(i)), donde t;; depende de que i sea par o impar.

Si i es par tif(i) = X7_;d, y si es impar t;¢(i) = Y5} d.

El tiempo de ejecucién del procedimiento es:

si 7 es par:

t(n) = a+gnl(b-|—c+tif(i)) =

1=

2
+on+ Y (Lip(2i — 1) + t4(29)) =
i=1

T f2i1
b-l—cn-l—Z(Zd-l—Zd)
§=2i
n2

a+(b+c)n+ d;
y en el caso impar se procede de modo andlogo quedando

2
-1
t(n)=a+(b+c)n+dn

con lo que t € O (n?).

Problema 2.15 Calcular una buena cota superior de la complejidad del algoritmo:
PROCEDURE dos(a:ARRAY[1..n] OF INTEGER;z, y:INTEGER)
IFz#y
IF 2a[z] < aly]
dos(a, z,y DIV 2)
ELSE
dos(a, 2z,y)
ENDIF
ENDIF
ENDdos
suponiendo que los datos en el array estdn ordenados de manera creciente.
Solucién:
El tiempo de ejecucidén depende en este caso del valor de n, de los elementos del
array y de los valores iniciales de z e 3.
Si z = y habra un tiempo constante.
Si z > y, 2a]z] > aly] pues los elementos estdn en el array de manera creciente,
luego se ejecuta dos(a, 2z,y) y no para la ejecucion.
Consideraremos €l caso x < y y que z = 1, y = n, que es cuando mayor tiempo
de ejecucién tendremos. Ademds, si n no es potencia de dos dard error debido a que
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£ > y en alglin momento de la ejecucién. Suponemos por tanto que n = 2%, con lo que
tendremos el siguiente drbol de posibles llamadas:

I

1,n/2 2,n
1,n/4 2,1/2 2,n/2 4.n
AN
/N
y a nivel k£ tendremos 1, 3¢; 2, 5i%r; ...; 2% n: siendo en cualquiera de ellos £ = y, con

lo que el tiempo es t € O(logn).

Problema 2.16 Hacer un algoritmo recursivo para el cdlculo del n-simo nimero de
Fibonacci y calcular su tiempo de ejecucién y la memoria ocupada.

Solucién:

Los nimeros de Fibonacci se generan de la forma F(n) = F(n — 1) 4+ F(n — 2)
teniendo como casos base F(1) = F(2) = 1.

Un algoritmo recursivo evidente es:

PROCEDURE Fibonacci(n:INTEGER):INTEGER,

IFn=10Rn=2

RETURN 1

ELSE
RETURN(Fibonacci(n — 1)+Fibonacci(n — 2))

END

ENDFibonacci
donde
t(n):{a sz:nzl,n:2
b+tn—1)+tn—2) sin>2

Resolviendo la ecuacién de recurrencia tenemos (22 —z—1)(z—1) = 0, y la
solucién general tiene la forma:

—\ N n
tn)=c1+c <1+\/3> + ¢3 (1 _\/S>
2 2
Habria que calcular los valores de ¢, ¢ y ¢3 en funcién de a y b imponiendo las
condiciones iniciales £(2), ¢(3) y #(4). El orden exacto serd ((“’2—‘/5 ".
Para obtener la complejidad de la memoria ocupada, consideramos el arbol de
llamadas recursivas:
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/ n \
n-1 n-2
VRN VRN
n-2 n-3 n-3 n-4
/N

obteniéndose la maxima profundidad para la sucesidén de llamadas con tamas n,n —
1,...,2, por lo que en el momento de maxima ocupacién de memoria tenemos n — 1
bloques de memoria ocupados y la complejidad es O(n).

Problema 2.17 Dado el programa:
i=1

while 1 <1

if a[i] > a[n]
a[n] = aff]

endif

1=1%2

endwhile

Calcular:

a) Su orden exacto.

b) El niimero promedio de asignaciones del array.

Solucién:

a)

Para calcular el orden exacto calcularemos el orden y el omega.

El caso mas desfavorable es cuando hay que hacer siempre la asignacién de ele-
mentos del array, y el mas favorable cuando esta asignacién no se hace nunca.

El tiempo de ejecucién serd de la forma: t(n) = 1+ t,(1,n), siendo t,(i,J) el
tiempo del paso por el while con indices ¢ y j (en nuestro caso j serd siempre n). Y
tw(1,n) = 4+ t,(2,n) en el caso més desfavorable, y en el caso més favorable serd
tw(1,m) = 3+ 14(2,n), por lo que la tnica diferencia entre los dos casos serd debida
a la constante 4 6 3 que aparece. Desarrollamos el caso més desfavorable y el mds
favorable se hara de forma similar:

tw(l,n) =4+1,(2,n) =4%2 +1, (22,n) =...=4logn+1

con lo que t(n) € O(logn|n es potencia de 2). Como del mismo modo se obtendria
t(n) € Q(logn|n es potencia de 2), tenemos que t(n) € 8(logn|n es potencia de 2).
Para quitar la restriccién aplicamos el teorema, 2.1:
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f(n) = logn es creciente en su dominio y es 2-arménica pues f(2n) = log2n =
1+ logn € 6(logn).

Para comprobar que t(n) es eventualmente no decreciente basta comprobar que
t(n) <tn+1). Si2*<n<n+1<2¥1 t(n) =t(n+ 1) pues en los dos casos se da
el mismo niimero de pasos. Y si 28 <n < n+1 =281 gerd t(n + 1) > ¢(n) pues se
da un paso mas.

b)

Hay que calcular la probabilidad con que se ejecuta cada una de las asignaciones
a[n] = a[i]. Con i =1, y si suponemos 1n1c1almente una distribucién uniforme de los
datos, tendremos que a[z] > a[n] con probabilidad , y se ejecutard a[n] = a[1] con la
misma probabilidad. Tras el paso con i = 1 tenemos en a[n| el mayor de los valores
iniciales de a[1] y a[n]. Con i = 2, al comparar a[2] y a[n] estamos comprobando si a[2]
es el mayor de los valores iniciales de a[1], a[2] y a[n], con lo que la probabilidad es de
%. En general, para un cierto i = 2%, la asignacién se ejecutard con probabilidad 2 =3
Por tanto, el tiempo promedio sera:

logn-l—l

logn+1 ]_
Z / T ldi=In o™ = In (logn +1) € (loglogn)

Hemos considerado que n es potencia de dos, y la restriccién se quitaria como en el
apartado a).

Problema 2.18 Dado el siguiente procedimiento:
contar(i2q,der:indices):integer
if 1zq > der
return 0
elsif afizq] < alder]
return(contar(izq  2,der)+1)
else
return(contar(izq * 2,der))
endif
donde @ es un array global de valores enteros. Calcular, para valores iniciales de
12¢ = 1y der = n, el orden exacto del tiempo de ejecucién en el caso mas favorable,
mas desfavorable y promedio.
Solucién:
Tenemos como caso base que izq > der, por lo que, con valores iniciales de izqg =1
y der = n llegaremos al caso base cuando izq > n, ya que, cuando no estamos en el caso
base se hacen llamadas recursivas a contar(izq * 2,der), con lo que aumenta el indice
izquierdo pero el derecho no varfa. El tiempo de este caso base es t(izq,der) = a,
cuando izq > der, con a constante correspondiente a la primera comparacién y el
primer return.
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El caso mds favorable se dard cuando todas las llamadas recursivas se ejecuten
sin sumarle después 1, y el mas desfavorable cuando después de la llamada se sume
1 siempre. Por tanto, el caso més favorable serd que a[2'] > a[n], Vi, y el mas desfa-
vorable que a[2] < a[n], Vi. De este modo, el tiempo en el caso mds favorable y mds
desfavorable es t(izq, der) = t(izq * 2, der) + ¢, siendo ¢ distinto para los dos casos, ya
que en el caso mds desfavorable, ademds de hacer la llamada recursiva, hay que sumar
uno al resultado. Expandiendo la recurrencia, con los valores iniciales de izg = 1y
der = n, y suponiendo que n = 2%, tenemos:

H1,n) =t(2,n) +c=t4,n) + 2 =...=t(n,n) + ke = a + clogn € §(logn|n = 2¥)

Falta quitar la restriccién de que n sea potencia de 2:

logn es 2-armdnica y creciente, y hay que demostrar que la funcién tiempo de
ejecucion que estamos calculando es eventualmente no decreciente, y para esto consi-
deramos n < m y demostramos que (n) < t(m):

si 28 < n < m < 28! en los dos casos se hardn k + 1 llamadas, con lo que
tn) = t(m),

y sin <28 < m < 281, con tamafio n se hard un maximo de k£ llamadas, y con
tamafio m se hardn & + 1 llamadas, con lo que t(n) < t(m).

Hemos demostrado que se camplen las condiciones del teorema por el que se puede
quitar la restriccién de que n sea potencia de 2, por lo que t(n) € 6(logn) en el caso
mas favorable y en el mds desfavorable.

Lo anterior asegura ademds que el tiempo de ejecucién crece en la forma logn en
todos los casos, ya que el tiempo mas desfavorable nos da una cota superior y el méas
favorable una inferior, y estas dos cotas son iguales. Por tanto, el tiempo promedio
también serd del orden exacto de logn. Esto se puede también demostrar considerando
que afizg] < alder] con probabilidad 1, con lo que para el tiempo promedio tenemos la
recurrencia;

€1+ ¢

In(l,n) =
p( 7”) 2

(p(2.m) 1) + 3 (p(2m) + €2) = y(2,) + S5 = y2,0) ¢

DO | =

donde los valores ¢; y ¢ corresponden a las constantes en el caso mas favorable y més
desfavorable, y ¢ es otra constante, por lo que la expansién de la recurrencia nos llevara
al resultado final a + clogn, como en los casos antes estudiados.

Problema 2.19 Tenemos claves formadas por una serie no limitada de campos

(campoy, campo,, ...), y sabemos que la probabilidad de que el contenido del campo
i-ésimo sea igual en dos claves es Z%l Calcular el orden exacto del tiempo promedio

de la comparacién de dos claves.
Solucion:



44 CAPITULO 2. ANALISIS DE ALGORITMOS

Dos claves se comparardn comparando el campo;, si son iguales comparando el
campos, ... y por tanto la comparacién acabara cuando un campo sea distinto en las dos
claves. El nimero maximo de comparaciones sera igual al nimero de campos de la clave
con menos campos, y llamaremos a este nimero n. Como queremos calcular €l orden
exacto del tiempo promedio de comparacién de dos claves tenemos que contar el nimero
promedio de comparaciones, independientemente del coste de éstas, y para calcular el
tiempo promedio habria que multiplicar el nimero promedio de comparaciones por el
coste de una comparacion.

Se hara una unica comparacion si el primer campo es distinto, con lo que tendremos
un numero promedio de comparaciones 1%,

se hardn dos comparaciones si el primer campo es igual y el segundo distinto, y el
niimero promedio de comparaciones es 242,

se hardn 3 comparaciones si los dos primeros campos son iguales y el tercero dis-
tinto: 3%%2—’,

y se hardn ¢ comparaciones si los ¢ — 1 primeros son iguales y el i-ésimo distinto,
siendo el nimero promedio de comparaciones iz... 77
De esta forma, el nimero total de comparaciones en promedio sera:

11 1 g noog u 1

&3 2 N 2 (i 1)!

que estd acotado inferiormente por uno (al menos se hace una comparacién), y queremos
ver que estd acotado superiormente por otra constante, con lo que tendremos que las
cotas inferior y superior son constantes y el orden exacto es constante.

Para encontrar una cota superior constante consideramos que anadimos términos
al sumatorio anterior y que k! > 2* (lo que se puede demostrar ficilmente por induccién
que ocurre a partir de k = 4), por lo que:

;(i—l)!_;(i_l)!—ggi—l 2

(va que el ultimo sumatorio es la suma de una progresién geométrica infinita con razén
1
3)

Problema 2.20 a) Encontrar O y Q del algoritmo:
maz =0
fori=1ton
cont =1
j=1+1
while a[z] < alj]
J=j+1
cont = cont + 1
endwhile
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if cont > max

max = cont
endif
endfor
b) Hacer un programa que haga lo mismo y que tenga 0(n).
Solucién:

a) Para el cdlculo de O y Q podemos suponer que todas las instrucciones tienen el
mismo coste. Numeramos las instrucciones para referirnos a ellas:
1 mazx=0

2 fori=1ton

3 cont =1

4 j=i+1

5 while a[i] < alj]
6 j=j+1

7 cont = cont + 1
8 endwhile

9 if cont > maz
10 max = cont
11 endif

12  endfor

El numero de veces que se ejecuta cada instruccién es:
instruccién 1, 1 vez

2,  m veces
3,  m veces
4, n veces

5: para cada valor de ¢ entre 1 y n un minimo de 1 vez y un maximo de
— i+ 1, suponiendo que si es siempre afi] < aj] para cuando j =n+ 1. Por tanto,

. 2_
se eJecuta un minimo de 7 veces y un maximo de Y7, 7., 1= Y0 (n — i) = *5°

6: igual que la 5, pero un minimo de 0 veces y un mdximo de “5*,

n—'n

7: un minimo de 0 y un méximo de
9, n veces,
10: un minimo de 1 y un maximo de n.
Por tanto, la cota inferior es 2+ 5n = t(n) € Q(n). Y la cota superior es 1+ 3n +
Wi 4 p? —n 20 = BN o 40 € O (n?)

b) El programa calcula, almacendndolo en la variable maz, la maxima longitud
de una secuencia de datos s;, Sj+1, ..., Sitx dentro del array en la que s; < s;4; con
j =1,2,..k. Una de estas secuencias acaba cuando encontramos s;i;i1 < 8;, y por
tanto las secuencias empezando en s;4; con j = 1,2, ...k acabardn en s, al ser 8,154 <
8; < 844, por lo que no habria que probar con secuencias que empiecen en s;,;, sino
con las que empiezan en $;.4,1. De este modo, un programa equivalente es:

max = 0
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cont =1
j=1
k=2
fori=1ton
i alj] < al¥]
k=k+1
cont = cont + 1
else
j=k
k=j+1
if cont > max
maxr = cont
endif
endif
endfor
if cont > max
max = cont
cont =1
endif
Donde t(n) € 6(n) pues se ejecuta n veces el cuerpo del for estando acotado inferior-
mente el niimero de instrucciones por 4 y superiormente por 6.

Problema 2.21 Calcular o (o-pequefia) del nimero promedio de asignaciones del al-
goritmo:
mazx = afl]
fori=2ton
if afi] > max
maz = afi]
endif
endfor
Solucién:
La primera asignacién se ejecuta siempre, y la segunda (la interior al if) se ejecutard
o no dependiendo de si a[i] > maz, por lo que el nimero de asignaciones (sin tener
en cuenta las que modifican 7 que son n) serd A(n) = 1+ X7 ,p(afi] > maz), donde
p(afi] > maz) = 1, pues la probabilidad de que de i datos el mayor sea uno de ellos
(en este caso el i-ésimo) es % si suponemos que todas las posibles entradas tienen la
misma probabilidad. Por tanto A(n) =1+ 37, 1.
Para, calcular el sumatorio podemos acotarlo de la forma:
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conloque l+In (n+1)—In2 < A(n) <1+4Inny como limnﬁwwnl(:l% =
1

limy, 0 _iT =1 las dos cotas tienen el mismo o y A(n) € o(ln n).
n+
Problema 2.22 Dado el programa:

i=1

j=1

while ¢t <mand j <n

if ai,j +1] < ali +1,7]
J=J+1

else
=141

endif

endwhile

Calcular su Q, O y 6.

Solucién:

Cada vez que se pasa por el bucle while se realiza la misma cantidad de operaciones:
la comprobacién del if, y la actualizacién de una variable (i o j); por lo tanto el tiempo
de ejecucién vendra determinado por el niimero de veces que se entre en el bucle.

Cuando la condicién del if es siempre verdad (o siempre falsa) se incrementa siem-
pre la misma, variable, con lo que se saldra del bucle cuando dicha variable tome el valor
n + 1. En este caso se entrard n veces en el bucle while y el nimero de instrucciones
gjecutadas sera 2 de las asignaciones iniciales, n + 1 comprobaciones del bucle, 2n in-
strucciones de los n pasos por el interior del bucle; el nimero total de instrucciones
ejecutadas es 3n + 3 y el algoritmo tiene Q(n).

Para obtener el orden, como el nimero maximo de pasos por el bucle se da cuando
se llega a ¢ = n y j = n, no entrandose en el bucle en el siguiente paso, se tendra
un nimero de instrucciones ejecutadas: 2 de las asignaciones iniciales, 2n + 1 de las
comprobaciones del bucle, 4n de los 2n pasos por el cuerpo del bucle; el nimero total
de instrucciones es 6n + 3 y el algoritmo tiene O(n).

Como para este algoritmo es Q2 = O, tendremos que el orden exacto es f(n).

Problema 2.23 Dado el programa:
max = —0o0
fori=1ton
forj=1tom
if afi, j] > maz
maz = alt, J]
endif
endfor
endfor
Calcular el o (o0 pequefia) del nimero promedio de instrucciones que se ejecutan.
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Solucién:
Para contar el niimero de instrucciones numeraremos las lineas del programa:
max = —00
fori=1ton
forj=1tom
if afi, j] > maz
mazx = aft, J|
La instruccién uno se ejecuta una vez, la dos n veces, la tres nm veces, la cuatro
nm veces, y solo queda por determinar el numero promedio de veces que se ejecuta la
instruccion cinco.
El nimero promedio de instrucciones queda:
1+, (14 X0, 2+ prob(ali, j] > maz))) = 1+ n+2nm+ X, S, prob(ali, j] >
max)
y s6lo queda por obtener el valor del sumatorio.
Coni=1yj=1,a[l,1] > maz, y prob(a[l,1] > maz) = 1.
Coni=1yj=2 ql,2] >mazsiall,2] > a[l,1], y prob(e[1,2] > a[1,1]) = 2
(considerando una distribucién uniforme de los datos).
En general, afi, j] > maz si a[i, j] es el méximo de los valores

Sk W N =

all,1],...,a[l,m],a]2,1),...,a]2,m],...,a[s,1],...,a[s,]], y la probabilidad es - )m+].
El sumatorio queda:
Y1 2L 7m+3_2k lk ~ [ L dy = n (nm + 1),

y el niimero de operaciones serd aprox1madamente
1+n+2nm+In (nm+ 1) € o(2nm).

Problema 2.24 a) Dado el programa:
=1
j=n
while ¢ < j
if ai] < alj]
1=1%2
else
J=7j/2
endif
endwhile
Calcular su orden exacto. Habra que hacerlo considerando el tamano potencia de
dos y quitando posteriormente esta restriccion.
b) Calcular el orden exacto en el caso en que se sustituyan las sentencias i = i % 2
yj=j/2pori=i+1yj=j—1, respectivamente.
Solucién:
a) Supondremos que n = 2¥. Si calculamos el orden contando el niimero de ins-
trucciones, el tiempo de ejecucién vendrd dado por £(n) = 2 + t,,(4,7), siendo (%, 5)
el tiempo de ejecucién del while con indices ¢ y j, e inicialmente ¢ = 1y 57 = n. Si
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ali] < alj] quedard t,,(i, j) = 3+1,(24,7), y st afi] > a[j] quedard t,(i, j) = 3+t (i, %)
En cualquier caso se ejecutan tres instrucciones por cada pasada por el while, con lo
que para obtener el orden habra que contar el nimero de veces que se pasa por el bucle.
Como inicialmente los indices son 1 y n, después de la primera pasada seran 2ynoly
5, después de la segunda seran 4y n,02y 2,0 1y 7. En general, después de la pasada
p-ésima seran 29y ', siendo ¢ un valor entre 0 y p. Como no se entra en el bucle
cuando 4 = j, esto ocurrird en la pasada p-ésima en la que 2¢ = 3%, o lo que es lo
mismo cuando n = 2P. Por lo tanto, se realizan k pasadas por el bucle while sean cuales
sean los datos en el array, por lo que Q(t) = O(t) = 0(t), y t(n) € 0 (10gn|n = 2’“).

Para quitar la restricciéon de que n sea potencia de dos hay que comprobar que
f(n) = logn es eventualmente no decreciente y 2-arménica, y que (n) es eventualmente
no decreciente.

logn es creciente, y log2n = 1 +logn € 0(logn), por lo que es 2-arménica.

Para demostrar que #(n) es creciente compararemos los tiempos para n y n+ 1. Si
2" <n<n+1< 2% t(n) = t(n+1) pues en los dos casos se entra k + 1 veces en
el bucle while; y sin =2 < n+1, t(n) < {(n+ 1) pues para n se entra k veces en el
bucle y para n + 1 se entra k£ + 1 veces.

b) Se razona igual que en el caso anterior y se obtiene t(n) = 2 + £,(4,]), con
tw(t,5) =3+ 1u(i+1,7) 0 ty(i,j) = 3+ty(i,j — 1). Los {ndices tras la pasada p-ésima
son en este caso ¢ y n — (p— q), con ¢ entre 0 y p, y no se entra en el while cuando
g=mn—(p—q), olo que es lo mismo, cuando n = p, por lo que se pasa n — 1 veces
por el bucle while independientemente de la distribucién de los datos en el array, por
lo que Q(t) = O(t) = 0(t) = 6(n).

En este caso no hemos impuesto la condicién de que n sea potencia de dos.

Problema 2.25 Dado el programa:
encontrado=false
fori=1ton—-1

if 2[i] = y[1]
if z[i 4+ 1] = y[2]
encontrado=true
lugar =1
endif
endif
1=1+1
endfor

Calcular su tiempo promedio de ejecucién suponiendo una probabilidad p de que
dos elementos cualesquiera (de z o de y) sean iguales.

Solucién:

La instruccidn ¢ = 4+ 1 no tiene sentido en este algoritmo. Si consideramos que
no estd tendremos n — 1 pasadas por el cuerpo del for, y si consideramos que estd y
que los valores de 7 con los que se entra en el bucle son 1,3,5,....,n—10 1,3,5,...,n — 2,
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no habrd variacién en el tiempo de ejecucién salvo en factores constantes. Por tanto,
supondremos que dicha instruccién no aparece en el programa, con lo que tendremos
t(n) = a + X1 (b+ti;(6)), donde b corresponde al tiempo de comprobacién y ac-
tualizacion del indice en el for, y #;¢(i) es el tiempo de paso por el if externo. Como
la instruccién if z[i] = y[l] se ejecuta siempre y es verdad en probabilidad p, la if
z[i + 1] = y[2] se ejecutard con probabilidad p y serd verdad con probabilidad p, y
las dos asignaciones del if m4s interno se ejecutaran con probabilidad p?. Por tanto,
tendremos

n—1
t(”):a+2(b‘|‘c+dp+€172) =n(b-|-0-|-dp+ep2)-|—a—b—c—dp—ep2Ee(n)

i=1

independientemente del valor de p, que al ser una probabilidad esta entre 0 y 1.

Problema 2.26 Dado el programa:
cont =0

fori=1ton

j=1
while j < i
if afi] < a[j]
cont = cont + 1
j=7%2
else
J=J+1
endif
endwhile

endfor

Calcular Q y O de su tiempo de ejecucién (tienen que ser unos buenos valores, no
unos cualesquiera).

Solucién:

Supondremos n potencia de dos (n = 2¥), y después quitaremos esta restriccion
utilizando el teorema visto en clase.

Tenemos ¢(n) = a + X%, (b+ty), donde @ es la constante correspondiente a eje-
cutar la instruccién cont = 0, b representa el tiempo empleado en asignar un valor al
indice 7, asignar a j el valor 1, en la comprobacién de la condicién del for y la primera
comprobacién del while; y £, es el tiempo empleado en el while.

El caso mds favorable serd cuando ali] < a[j] cada vez que se pase por la condicién
del while. En este caso j varfa multiplicindose por dos en cada paso, con lo que
t(n) > a+ X7, (b+clogi), siendo ¢ la constante correspondiente a la comprobacién
del while y las asignaciones cont = cont +1y j = j * 2. Tenemos t(n) > a + bn +

¢/ logi di = a+bn+c " loge Ini di. Con lo que, para obtener € basta con
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calcular la integral fl"“ In% di que, aplicando partes con v = Ini y dv = di, queda

(n+1)In(n+1)—n,y t(n) € Q (nlnn|n = 2’“).

Para quitar la restriccidn basta con probar que f(n) = nlnn es eventualmente
no decreciente (en realidad es creciente para valores positivos), y es 2-arménica pues
f(2n) = 2nln2n = 2nlnn 4+ 2nln2 € O(nlon). Ademds, la funcién tiempo de
ejecucidn es creciente trivialmente, pues con tamafo n + 1 se ejecutan las mismas
pasadas por el bucle for que con tamafo n, mas la tltima pasada correspondiente al
valor i =n+ 1.

El caso més desfavorable serd cuando cada vez que se pase por la condicién del
while sea a[i] > a[j], con lo que €l cuerpo del while se ejecuta i — 1 veces. En este caso
tn) =a+Y,(b+c(i—1)) = a+bn+c52, v t(n) € O (n?). En este caso no se ha
impuesto que 7 sea potencia de dos.

Problema 2.27 Dado el programa:
cont =0
fori=1ton
forj=1toi—1

if afi] < a[j]
cont = cont + 1
endif
endfor
endfor

Calcular el orden exacto del nimero promedio de veces que se ejecuta la instruccién
cont = cont + 1.

Solucién:

Como las valores del array a no se modifican a lo largo de la ejecucién del programa,
podemos considerar que estos valores estan uniformemente distribuidos y que en cada
comparacion la probabilidad de que sea verdad es %

Tendremos t(n) = X1, Zj;ll l=yr,sl= ”24_" € 0 (n?).

Problema 2.28 Dado el siguiente algoritmo para obtener el segundo mayor elemento

€N Uun array:
marl = —o0
mar2 = —o0
fori=1ton

if afi] > mazxl
maz2 = maxl

mazl = ali]
else if afi] > maxz2
maz2 = ali]

endif
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endfor

a) Obtener 6 del algoritmo obteniendo O y €.

b) Calcular o (0 mindscula) del nimero promedio de instrucciones que se ejecutan,
suponiendo que cada linea en el programa es una instruccién.

¢) Dar un programa distinto para resolver el mismo problema, y que tenga una o
(o mintscula) del nimero promedio de instrucciones que se ejecutan menor que la del
programa anterior.

Solucién:

a) Las inicializaciones de mazl y max?2 se ejecutan una vez, y después se ejecuta
el bucle for con valores de 4 = 1 a n, por lo que t(n) = a + X1, tor(i), donde a
es una constante y dentro del for se ejecutan (para cualquier valor de ) un minimo
de 2 instrucciones (las dos comparaciones) y un méximo de 3 (una comparacién y
dos asignaciones o dos comparaciones y una asignacién). Tendremos que %y, (i) estd
acotado inferior y superiormente por constantes k1 y ko, vy @ 4+ nk; < t(n) < a + nk,,
con lo que t(n) € Q(n), y t(n) € O(n), lo que implica que t(n) € 6(n).

b) Numeramos las lineas del programa:
mazrl = —o0
mazr2 = —oo
fori=1ton

if afi] > mazl
maz2 = mazl
mazl = afi]
else if afi] > maz2
maz2 = afi]
endif

10 endfor
y no consideraremos las lineas 9 y 10.

Las lineas 1 y 2 se ejecutan cada una una vez, la 4 se ejecuta n veces, y la 3
consideraremos que se ejecuta n + 1 veces: las n veces que se entra dentro del for y
la dltima, para comprobar que no hay que entrar. El nimero de veces que se ejecuta
cada una de las demés lineas depende de la distribucién de los datos en el array, por
lo que, para obtener el niumero promedio de instrucciones ejecutadas, supondremos
que los datos estdan distribuidos inicialmente de manera uniforme, con lo que un dato
tiene una probabilidad % de ser el mayor de entre ¢ datos, y la misma probabilidad
de ser el segundo mayor. Con ¢ = 1 las instrucciones 5 y 6 se ejecutan seguro, y con
1> 1 se ejecutaran con probabilidad %, con lo que el numero promedio de veces que se

WO 00 ~J O O k= W N =

ejecutan estas instrucciones es 2 (1 +3 %) La instruccion 7 se ejecutara cada vez
con probabilidad 1 — %, y tendremos que el numero promedio de veces que se ejecuta es

bl (1 - %) La instruccién 8 no se ejecuta con 2 = 1, y en los demads casos se ejecuta,
con probabilidad $ (la de que ai] sea el segundo mayor elemento de los i primeros),
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con lo que el niimero promedio de veces que se ejecuta es 3 7', % De este modo, el
niumero promedio de veces que se ejecutan todas las instrucciones es:

+§n:(1——)+2 —4+3n+22—

=2 1=2 12

#( )—1+1+n+1+n+2(1+2 )

=2

Y como:

n+1 n n
/ 1dag<z < d:v:>ln(n-|- H—in2< Zlglnn
2

T i’ 1z i b

tenemos que:

443n+2n (n+1)+2lnn<tn)<4+3n+2nn

Como en las dos cotas es término de mayor orden es el término en n, tendremos que
t(n) € o(3n).
¢) Si hicieramos la comprobacién de si afi] > maz2 antes de comprobar si afi] >

mazl nos podriamos ahorrar algo de trabajo ya que al aumantar ¢ es cada vez mas
improbable que ali] > max?2.

El programa podria ser:

mazrl = —o0

mazr2 = —o0

fori=1ton

if a[i] > maz2
if afi] > mazl
mazr2 = maxl

mazl = afi]
else
maz2 = afi]
endif
endif
endfor

Y se puede ver (como en el apartado b) que en este caso t(n) € o(2n).

Problema 2.29 Un numero capicia estda formado por una cadena de n digitos,
c:array[l..n] of 0..9, donde cada c[i] = ¢[n — i + 1]. Si consideramos que los nimeros
de n digitos pueden tener los 10 digitos de 0 a 9 con la misma probabilidad en cada
una de sus posiciones (incluimos nimeros que contengan el 0 al principio), calcular el
8 del tiempo promedio de ejecucion de un programa que determine si un nimero de n
digitos es capicua.

Solucién:

Un programa para resolver este problema puede ser:
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i=1

mientras c[i) = c[n —i+1] y i < |§]

1=1+1

finmientras

return (z > [%J)

La probabilidad de que se cumpla c[t] = c[n — i + 1] es 7= cada vez pues dado un
digito entre 0 y 9 hay una posibilidad entre diez de que otro digito entre 0 y 9 tenga el
mismo valor que el primero.

Para obtener 6 del tiempo promedio sélo hay que contar el nimero promedio de
veces que se pasa por el interior del bucle, pues las instrucciones fuera del bucle y la
ultima comprobacién gastan un tiempo constante.

La primera pasada por el bucle (hacer i = 2) se hace con probabilidad %, que es
p(c[1] = ¢[n]). La segunda pasada (i = 3) se hace con probabilidad p(c[1] = ¢[n] y c[2] =

¢[n —1]) = 73z. En general, la pasada k-ésima se hace con probabilidad 1r; con lo

n
que el numero promedio de pasadas por el bucle es Z,Eijl ﬁ, lo que es una progresion

1 . (1 _ _1 1
geometrica cuya suma es 3 (lq 10k+1) <5 .
Al estar el nimero promedio de pasadas acotado superiormente por una constante

y tener las operaciones externas un tiempo constante, el orden es 6(1).

Problema 2.30 Calcular el orden exacto del tiempo de ejecucién, y la o mintscula
del nimero de operaciones en coma flotante, del cdlculo de la potencia n-ésima, siendo
n = 2, de una matriz cuadrada n x n cuando se utiliza la multiplicacién directa de
matrices y la multiplicacién de Strassen. Se debe indicar cédmo se calcula la potencia y
el orden de ejecucién debe ser menor de n*. Analizar también la ocupacién de memoria
en los dos casos.

Solucién:

Para calcular A%° se puede hacer A2 = A4, después A! = A2A?, después A8 =
A%AY v asf sucesivamente hasta A2 = A2 A2 con lo que se hacen k multipli-
caciones matriciales donde las dos matrices a multiplicar son la misma. Si las multi-
plicaciones matriciales se hacen con la multiplicacién directa el coste serd 6 (kn3) =
0 (nlogy n), y si es con el método de Strassen 0 (nl°g2710g2 n)

En cuanto a la o pequena del niimero de operaciones en coma flotante, en el caso
directo es 0 (2n® log,,). Haciendo la multiplicacién por el método de Strassen tendriamos
la ecuacién de recurrencia:

n b
t(n =7t(—>+—n2
(n) 5) T
donde b representa el niimero de operaciones de orden n? (sumas y restas de matrices
de tamafio %) que se realizan en cada llamada recursiva, y que para multiplicar dos
matrices distintas es 18. Resolviendo la recursién tenemos t(n) = ¢,7°2" + con?, e
imponiendo los casos base 1 y 2:
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t(=1=¢ +c
t2)=T+b=c1T+

conloquecy =1+ g, que en el caso normal da valor 7, pero en nuestro caso podemos
ver si se puede obtener un valor menor. Si ponemos las férmulas de la multiplicacién de
Strassen teniendo en cuenta que las dos matrices a multiplicar son la misma tenemos:

P = (An +A22)2

Q = (An + An)An

R = Ai1(A1p — Ap)

S = Ag(Asy — Any)

T =(An+ A)An
U= (A — Ain)(Au + Ap)
V= (Au - A22)(A21 + A22)

Cu=P+S5-T+V
012 = R + T
Ca=Q+S

Cnr=P+R-Q+U

donde vemos que hay matrices repetidas: Ay + Ay en el calculode Q y V, Ajg — Ay
enelde RyV, Ayy —Ajjenelde SyU,y A1 + Aigenelde Ty U. Por lo tanto, el
numero de operaciones de suma y resta de matrices se reduce a 13,y ¢; = 13—6, con lo

que el orden es o (g—6nl°g2 "log, n)

Para la ocupacion de memoria, en el método directo tenemos en cada multiplicacién
que multiplicar una matriz por si misma, con lo que se necesita espacio para dos
matrices: 2n?. Al multiplicar A? por sf misma el resultado se puede dejar en la zona de
memoria de A si no nos importa perder esta matriz. De este modo, la zona de memoria
de la matriz origen en un paso pasa a ser la de la matriz destino en el siguiente paso, y
la de destino pasa a ser la de origen, con lo que no son necesarias mas de 2n? posiciones
de memoria.

En la multiplicacién de Strassen se necesitan 2n? posiciones para las matrices origen
y destino como en el caso anterior, y ademés los espacios de memoria que se generan en
las llamadas recursivas, en las que cuando se llama con dimensién de las matrices n X n
se necesitan tres matrices % x 2, con lo que tenemos la recurrencia m(n) = m (%) +

2
3 ('21) , que expandiéndola se llega a m(n) = m(1) + 3n? (i +5t. T 4%) =m(l) +
n? (1 - 410%), y el orden de la ocupacién de memoria para las matrices auxiliares es
o(n?), y para el total del programa o (3n?).

Problema 2.31 Dado el siguiente esquema:
der =0
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12q =0
fori=1ton
if par(ali, i])
forj=i+1ton

if afi, j] > 0
der + +
endif
endfor
else
forj=1toi—1
if afi,j] > 0
12q + +
endif
endfor
endif
endfor
calcular:

a) 0 del tiempo de ejecucién.

b) o (o pequefia) del nimero promedio de instrucciones que se ejecutan.

Solucién:

a) El tiempo de ejecucién se puede poner en la forma t(n) = a + 7% t74-(¢), donde

tor(1) representa el tiempo de ejecucién en el paso por €l for con indice i. Dentro del

for se ejecuta un segundo for con indice j, que puede variardei+1anodelai—1.
Lo mas favorable es ejecutar el forde 1at—1conientrely 3, ydei+1lan

con ¢ entre 5 + 1 y n. De este modo el caso mas favorable sera cuando con ¢ entre

1y % es afi,i] impar, y entre 2 +1 y n es par, y ademds los a[i, j| son negativos o

cero (s6lo es necesario que lo sean los que se analizan: la izquierda de la diagonal en la

primera mitad del array y la parte de la derecha de la diagonal en la segunda mitad).
Se tiene t,(n) = a+ Y2, (b + Y0 c) + it (b + Y c) =a+bn+Yy2 ci-
+Yeacn—1)=at+bn+ chl—Q — ¢ € 0(n?), con lo que t(n) € Q (n?).

El caso mds desfavorable ocurre cuando con i entre 1 y § es afi,i] par, y entre
5+ 1y n es impar, y ademas los afi, j] son positivos (sélo es necesario que lo sean
los que se analizan: la derecha de la diagonal en la primera mitad del array y la
parte de la izquierda de la diagonal en la segunda mitad). Se tiene ti(n) = a +

2 (b + i c) + X e (b-l— Zj;ll c) =a+b+ c?’%z — ¢% € 6(n?), con lo que
t(n) € O (n?). El valor de c en este caso serd mayor que en el caso anterior pues incluye
el incremento de una variable.

Al coincidir Q y O tenemos que t(n) € 6 (n?).

b) Para calcular la o del tiempo promedio vamos a contar el nimero de veces que
se ejecuta cada instruccién afectada por la probabilidad de que se ejecute. Para esto
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supondremos que la probabilidad de que un nimero sea par o impar es la misma, y la de
que sea positivo o no sea positivo también es la misma. Tendremos las 2 instrucciones
externas al bucle en ¢ y los n + 1 pasos por ese bucle, siendo el ltimo para comprobar
que no se entra al interior del bucle. Cada vez que se entra al bucle se ejecuta la
comprobacién de si el elemento de la diagonal es par y con probabilidad de % se ejecuta
el primero de los bucles en j y con la misma probabilidad el segundo; en cada uno
de estos bucles se ejecuta el paso por el bucle y una comprobacién de si el elemento
correspondiente es positivo, y con probabilidad % se actualiza una variable.

El ntimero de instrucciones serd 2+n+1+37, (3 +50 i (2 + %) +320 (2 +
P+ Un+3¢€ o(gnz).

Problema 2.32 Dado el esquema:

m = all]

i=2

while i < n and a[i] > m

m = m*(i—.l +ali
z
1+ +

endwhile

Calcular:

a) Q y O del tiempo de ejecucion.

b) 8 y o del nimero promedio de instrucciones que se ejecutan.

Solucién:

a) El caso mds favorable lo tendremos cuando se entre una unica vez en el bucle
while, lo que ocurre cuando a[2] < a[l]. En este caso se ejecutan las dos asignaciones
iniciales, una comparacion del bucle en la que se entre, las dos actualizaciones del while,
y la tltima comparacién del while para no entrar. El nimero de instrucciones es 6,
tm(n) € 8(1), y t(n) € Q1).

El caso mds desfavorable se da cuando afi] > m cada vez que se comprueba la
condicién del while, por lo que se sale de este al ser ¢ > n. Por lo tanto, se entra en el
while con ¢ = 2 hasta i = n, ty(n) € 8(n), y t(n) € O(n).

b) El ndmero promedio de instrucciones que se ejecuta viene dado por la férmula
tp(n) = 3+ 3%, p(afi] > m); donde el primer 3 corresponde a las dos asignaciones
iniciales y a la dltima comprobacién del bucle while (para comprobar que no se entra);
el segundo 3 corresponde a las dos actualizaciones internas al while y a la compro-
bacién de éste; y por p(afi] > m) representamos la probabilidad de que el elemento
1-ésimo sea mayor que la media de los elementos anteriores, pero habiendo llegado a
esa comparacion, que se llega cuando afj] es mayor que la media de los elementos an-
teriores, con j = 2,3,...,1. Si suponemos una distribucién aleatoria de los datos, la

probabilidad de que un elemento sea mayor que la media de otros elementos podemos

1

. 1 . i-1 z 2
considerarla 3, y p(afi] > m) = (5) . Por tanto la férmula ser:
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- L e

f=3+35, (5 =343 — 6 iy in) €6(0), v ty(n) € of6)

Problema 2.33 a) Calcular el orden exacto y la funcién o (o pequeiia) de la funcién:
funcionl (n:integer):integer

ifn=1

return 1
else
return(2xfuncionl(n — 1)+1)

endif

b) ;Cudles serian el orden exacto y la funcién o de funcionl si sustituimos en el
caso base n = 1 por n = k con k constante?

Solucién:

a) En el caso base (n = 1) se ejecuta la comprobacién del if y el return, por lo
que el tiempo es constante, que llamaremos a. Cuando no estamos en el caso base, se
hace una llamada con n — 1 y el resto de operaciones llevan un tiempo constante que
llamaremos b. La ecuacién de recurrencia queda:

t()— a stn=1
ny= b+tn—1) sin>1

Expandiendo la recurrencia tenemos:

tn)=b+tn—-1)=2b+tn-2)=...=ib+t(n—1)

En el caso en que el caso base sea uno, la expansién de la recurrencia acaba cuando
n—i=1yportantoi=n—1,y quedat(n)=(n—1)b+a=b+a—0b conlo que
t(n) € 8(n), y t(n) € o(bn).

b) Si se cambia el caso base a n = k, la expansién de la recurrencia acaba cuando
n—i=k,conloquei=n—k,yt(n)=(mn-k)b+a=bn+a—bk, comok es una
constante el término de mayor orden es el término en n, y volvemos a tener ¢(n) € 0(n),
y t(n) € o(bn).

Problema 2.34 Calcular el orden exacto del tiempo promedio de ejecucién de la
funcién:

funcion2(a: array[l,...,n| of integer;i,d:integer):integer
ifi1>d
return
else
if par(a[i]) and par(a[d])
i=i+ %t

return(1-+funcion2(a,s,d))
else
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d=d- i
return(funcion2(a,i,d))
endif

endif
cuando se llama con funcion2(a,1,n). Hacerlo suponiendo que n es potencia de dos y
después quitar la restriccién.

Solucién:

La ejecucion del caso base lleva un tiempo constante que llamamos a. Cuando no
estamos en el caso base, tanto si se entra por la primera rama del if o por la segunda,
se ejecutan las mismas operaciones de comprobacion del if, actualizacién de un indice,
y el return, todo esto llevard un tiempo constante (b), y la tnica diferencia es que
si la condicion del if es verdadera se suma uno al resultado de la siguiente llamada
a funcion2, y esta suma tiene un tiempo constante que llamamos ¢. Para plantear la
ecuacion de recurrencia en el caso del tiempo promedio hay que ver con qué probabilidad
se entra en cada una de las ramas del if. Se entra en la primera si a[i] y a[j] son pares,
y si suponemos una distribucién aleatoria de nimeros en el array, esto ocurrird con
probabilidad i, y lo contrario con probabilidad % Como el contenido de los diferentes
elementos del array no cambia a lo largo de la ejecucidn, las probabilidades son siempre
esas, y la ecuacidn de recurrencia (suponiendo n potencia de dos) queda:

a sin=1
t(n)={ Fote+t(2))+3(b+t(z))=b+t(3)+1c sin>1

Para obtener el orden exacto podemos considerar que b+ ic es una constante que
llamamos &, y expandiendo la recurrencia tenemos:

t(n)zk-l—t(g) :..zki-l-t(%)

Como el caso base es cuando queda un tnico elemento, el valor de ¢ sera ¢ = logn, y
tendremos t(n) = klogn + a, con lo que t(n) € (logn|n potencia de 2).

Para quitar la restriccién de que n sea potencia de dos, hay que demostrar que
logn es eventualmente no decreciente y 2-arménica, y que t(n) es eventualmente no
decreciente. logn es creciente en su campo de existencia, y log 2n = 14+logn € 6(logn),
con lo que es 2-arménica.

Para demostrar que #(n) es eventualmente no decreciente demostraremos que es
creciente, y lo haremos por induccién. En el caso base de la induccién (1) = a, y
t(2) =k + (1) = k + a, por lo que (2) > #(1).

Si suponemos que £(¢) > t(i — 1) con i =2,3,...,n, serd t(n+ 1) > t(n), ya que si
Y-1<n<ntl<2H-lestin+1)=tn)=t(%)+kysin<2-1=n+1

estin+1) =t (") +k>t(% - 1) +k=1(n).
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Problema 2.35 Dado el esquema:

forj=1ton
fori=1to
if ali, 7] < a[l, ]
all, 5] = d[t, j]
endif
endfor
endfor

fori=1ton
if a[l,4] < a[1,1]
all,1] =all, 4]
endif
endfor
Estudiar su O y 2, cotas para el o, y o del nimero promedio de asignaciones de
elementos del array.
Solucién:
El tiempo de ejecucién tiene la férmula:

n J n
aty, (b-l—Zc) +>.d
j=1 i=1 i=1

donde a es una costante que corresponde al ultimo paso por cada uno de los for, b una,
constante que corresponde al ultimo paso por el for més interno de los dos primeros,
c es un valor que corresponde a la ejecucién del interior de los dos primeros for y al
paso por el interior de ellos, y d es un valor que corresponde al paso por el 1ltimo for.

Una cota superior, y por lo tanto O, se tendria con ¢ obtenida ejecutandose siem-
pre las asignaciones; y una cota inferior, y por lo tanto (2, no ejecutandose ninguna
asignacion. Desarrollando la férmula tenemos:

2

n 1
a-l—bn-l—ch-l—dnza-l—bn-l—n;_ n+dn=c%+<b+d+g)n+a

i=1

Dado que el valor de las constantes no influye en los érdenes, tenemos que ¢(n) € O (n?),
y t(n) € Q (n?).

Para obtener o hay que determinar el valor de la constante que afecta a n?. Si
contamos el nimero de instrucciones, el valor de ¢ seria 2 en el caso mds favorable
y 3 en el mds desfavorable, pues siempre se ejecuta el paso por el for interno y la
comprobacién interna a ese for, y la asignacion puede ejecutarse o no. De este modo,
aunque no sabemos el valor de o, si sabemos unas cotas: n? < o(t) < 3n.

Para calcular el nimero medio de asignaciones que se ejecutan consideraremos que
la distribucién inicial de los datos es aleatoria, pudiendo un dato ser menor que otro
con probabilidad .
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En los primeros dos bucles se recorren las columnas de un array n x n variando j,
y para cada columna se van comparando los elementos de esa columna hasta llegar al
elemento diagonal quedando en la primera fila el menor de los elementos.

Dado un j fijo:

la primera asignacién no se ejecutard nunca pues se compara un elemento consigo
mismo;

la segunda asignacién se ejecutara con probabilidad %

la tercera asignaci6n se ejecutard si a[3, j] < a[1, j], pero el valor actual de a[1, j] =
min{a[l, j],a[2, 7]} (minimo de los valores iniciales), con lo que la asignacién se ejecuta
si a[3,7] es el menor de los tres primeros elementos de la columna, lo que ocurre con
probabilidad %

en general se ejecuta la asignacién k-ésima si alk, j] < min{a[l,7],...,alk—1,7]},
lo que ocurre si alk, j] es el menor de los k primeros elementos de la columna, lo que
ocurre con probabilidad .

El numero medio de veces que se ejecuta la primera asignacion es:

1

Z ; Z/ dz—ZIHJN/lnxdx—nlnn n+1

El segundo bucle tiene un orden lineal, por lo que el nimero medio de asignaciones
en el segundo bucle no puede superar el término nlnn que nos aparece en el primer
bucle, por lo que el o0 que estamos buscando es o(nInn).

Problema 2.36 Dado el programa:
fori=1ton
j=1+1
while aj] < a(i]yj <n
ai] = afj]
j++
endwhile
endfor
a) Encontrar un error en el programa y corregirlo.
b) Obtener O del programa.
¢) Obtener € del programa.
d) Obtener 6 del niimero promedio de instrucciones ejecutadas.
Solucién:
a) En el bucle while se evalia la condicién j < n después de acceder al array a en la
primera parte de la evaluacién del while (a[i] < a[j]) por lo que puede que j tome el
valor n + 1 y pretendamos acceder a la posicion n + 1 del array, que puede no existir
y por tanto dar error de ejecucién. La solucién mas simple es cambiar el orden de las
comprobaciones en el while, con lo que quedaria:
while j <7y ali] < a[j]
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b) Como nos piden 6rdenes consideraremos todas las instrucciones de coste 1 salvo las
dos que indican el fin del while y del for, que no las consideraremos.

El tiempo serd Y. ; (2 + ty, (4)), correspondiendo el sumatorio a los n pasos por el
for, el valor 2 a las dos instrucciones que se ejecutan en cada paso (la actualizacién del
indice y del valor de j), y t,, (¢) al tiempo del while en el paso i-ésimo por el for.

En el caso més desfavorable se realizan pasos por el while hasta que j =n+1,
que no se entra en el cuerpo del while, con lo que t, (i) = 35,3 = 3(n — 1), y
el tiempo queda >, (24+3(n—1)) = 2n +3n® — 3 i = 2n + 3n? — 33%n =
n+3n2-3n?-3n=3n21+2€c0(n?.
¢) En el caso més favorable no se entrarfa nunca en el cuerpo del while porque sea
siempre a[i + 1] > a[i], con lo que el tiempo serd Y7, 3 = 3n € Q(n).

d) Para estudiar el tiempo en el caso promedio tendremos que obtener el valor de t,,(7)
suponiendo una distribucién uniforme de los datos.

Para i = 1, cuando j vale 2, serd a[j] < ali] con probablhdad j pasard a valer 3
con probablhdad 5,y serd a[3] > a[1] con probabilidad 33 = 5, que corresponde a ser
a[3] < a[l] pero habiendo sido antes a[2] < a[l], en cuyo caso se ha copiado a[2] en a[l];
por lo que estamos en el caso en que los tres primeros niimeros estaban ordenados de
la forma a[1] > a[2] > a[3], lo que ocurre en una sola de las 3! posibles combinaciones.
Por tanto, para ¢ = 1, para un valor j se llega a ese valor y se entra dentro del
while si a[ ] > a[2] > ... > alj], lo que ocurre con probabilidad % Tendremos
tw(1) =1+ 7, 5.

Para un valor cualquiera de 1, para j = i-l— 1 se entrard en el cuerpo del while si
a[i] > afi+ 1], lo que ocurre con probabilidad £, se pasaré a j =1+ 2 con probabilidad
3y se entrard en el cuerpo del while con probablhdad 31, que corresponde a a[i] >
ali +1] > afi + 2]. Para un valor cualquiera de j se entrard con probabilidad 7

Tendremos t,(1) = 1 +3Y 55 i1 1

El tiempo promedio seréd Z ' (3 + 3yttt 1,) Este sumatorio no podemos
obtenerlo con la teoria estudiada, por lo que lo dejamos asi.

+1)



Capitulo 3
DIVIDE Y VENCERAS

Esta técnica (como cualquier otra de disefio de algoritmos) no se puede aplicar a todo
tipo de problemas. En algunos casos se puede aplicar pero no da lugar a soluciones
éptimas y en otros casos si, no existiendo una clasificacién de problemas en los que
conviene aplicarla, por lo que no intentamos dar una clasificacién de problemas que
se resuelvan por una técnica u otra, sino unas técnicas de las mas usadas, que hay
que conocer para poder decidir ante un problema concreto si consideramos conveniente
aplicar una determinada técnica, una mezcla de varias o ninguna de ellas.

3.1 Meétodo general

La técnica divide y venceras consiste en intentar resolver un problema dividiéndolo en
k subproblemas que se resuelvan mds facilmente, resolverlos, y combinar los resultados
de los subproblemas para obtener una solucién del problema original.

3.1.1 Esquema general

Un esquema general de la aplicacién de la técnica puede ser:

Algoritmo 3.1 Esquema general de la técnica divide y venceras.
divide_venceras(p:problema):
dividir(p, p1,pe, ..., k) /*pi son subproblemas de p*/
parat=1,2,...,k
s;=resolver(p;)
finpara
return(combinar(sy, sa, . . ., 5¢))

El ejemplo visto de las torres de Hanoi puede considerarse un método divide y
venceras pues la solucién del problema de n aros se resuelve resolviendo dos de n—1 aros
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que a su vez se resuelven en funcién de otros menores. En este caso no hay combinacién
de los resultados sino que ésta se obtiene variando los palos origen, destino y pivote, y
haciendo un movimiento de un aro.

3.1.2 Esquema recursivo

Un caso muy corriente es tener los datos de entrada en un array global con indices entre
11 € i, ¥ que se resuelva el problema dividiéndolo de manera recursiva en dos subpro-
blemas de tamafio la mitad hasta llegar a un caso base que se resuelve directamente.
Un esquema en este caso sera:

Algoritmo 3.2 Esquema de la técnica divide y venceras cuando se divide el pro-
blema recursivamente en dos subproblemas de igual tamanio hasta llegar al caso base.
divide_venceras(p, ¢:indice):
var m:indice
si pequetio(p, q)
return(solucion(p, q))
en otro caso
m=dividir(p, q)
return(combinar(divide_venceras(p, m), divide_venceras(m + 1, ¢)))
finsi

donde:

e pequeino es una funcién que determina si el tamano es suficientemente pequeno
para resolver el problema directamente,

e solucién genera una solucién con unos indices dados cuando el problema es
suficientemente pequeiio,

o dividir obtiene el indice, entre dos dados, por el que dividir el problema,

e combinar combina dos resultados de subproblemas para obtener el resultado del
problema.

Como se ve en este esquema, puede pasar que los subproblemas en que dividimos
el problema inicial no sean suficientemente pequenos para convenir resolverlos directa-
mente, por lo que el proceso de dividir en subproblemas puede realizarse repetidamente.

Estudio Analizamos el tiempo de ejecucién de un algoritmo con este esquema supo-
niendo que n es potencia de dos y que un problema se divide en dos subproblemas de
igual dimensién. Se obtendrd la recurrencia:
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n si n es suficientemente pequeno
i(n) _{ g(n) peq (1)

2t (%) + f(n) en otro caso

donde g(n) es el tiempo de generar la solucién y f(n) el de combinar los resultados
(consideramos despreciables los tiempos de los procedimientos pequefio y dividir).
Desarrollando obtenemos:

t(2) =2 (2 + £ (24) =
2(2t(2¢72) + £ (27)) +£(2F) =... =

2mg (27 + nf (2f (2)) (3.2)

Utilizando esta férmula podemos ver que en algunos casos el utilizar esta técnica
en vez de resolver el problema directamente mejora el tiempo de ejecucion, y en otros
casos no lo mejora.

Ejemplo 3.1 Si g(n) = cy f(n) = d con ¢ y d constantes positivas, si dividimos el
problema hasta problemas de tamaifio 1 tendremos (sustituyendo en la ecuacién 3.2) el
tiempor:

k-1
tn) =nc+ Y. (2'd) =nc+d(n - 1) (3.3)
i=0
con lo que ¢ € 6(n).
Pero si resolvemos el problema directamente el tiempo es g(n) = ¢ € 6(1), con lo
que es conveniente resolver el problema directamente.

Ejemplo 3.2 Si g(n) = ecn® y f(n) = dn con c y d constantes positivas, si dividimos
el problema hasta problemas de tamafio 1 tendremos (sustituyendo en la ecuacién 3.2)
el tiempo:

) =nat) + 5 (2 (27) = ne+ 5 () -
=0 =0

con lo que ¢ € 6(nlogn).

Pero si resolvemos el problema directamente el tiempo es g(n) = cn? € 6 (n?), con
lo que es conveniente resolver el problema por divide y venceris.

Este es el caso, por ejemplo, de la ordenacién por mezcla.

Vemos que si g(n) = cn® (o cualquier otra funcién de mayor orden) el tiempo de
resolver el problema por divide y vencerds sigue siendo 6(nlogn) ya que, independien-
temente del valor de la funcién g, el caso base tiene un tiempo constante.
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3.2 Busqueda del maximo y minimo

Estudiaremos el ejemplo del cdlculo del méximo y minimo de los elementos almacenados
en un array. Este ejemplo es muy sencillo y sélo tiene interés para hacer un estudio
detallado de los tiempos de ejecucion.

3.2.1 Meétodo directo

Un algoritmo para resolver el problema sin aplicar la técnica divide y vencerds puede
ser:

Algoritmo 3.3 Cdlculo del mdzimo y minimo, método directo.
PROCEDURE MaxMin(a:ARRAY[1..n] OF tipo;VAR maz, min:tipo)
VAR

INTEGER
BEGIN
maz = a[l]
min = a[1]
FOR:=2TOn
IF afi] > maz
mazx = af]
ELSIF afi] < min
min = ali]
ENDIF
ENDFOR
ENDMaxMin

Para estudiar este algoritmo lo vamos a hacer contando el niimero de asignaciones y
de comparaciones de elementos del tipo "tipo” (pues puede ocurrir que para elementos
de este tipo tarde mucho mds una asignacién que una comparacién o al revés) en el
caso mas favorable, mas desfavorable o en promedio.

Comparaciones El nimero de comparaciones es n — 1 cuando a[i] > maz, Vi entre
2 y n, por lo que el caso més favorable para el niimero de comparaciones es que el array
esté ordenado de menor a mayor.

El caso en que afi] < maz, Vi entre 2 y n serd el mds desfavorable, y se hacen
2(n — 1) comparaciones, y corresponde a que el méximo sea a[l].

Para estudiar el nimero de comparaciones en promedio hay que tener en cuenta
que los n niimeros pueden estar ordenados de n! maneras y que suponemos que todas las
ordenaciones tienen la misma probabilidad de aparecer. Con i = 2, probabilidad(ali] >
maz) = % y probabilidad(afi] < maz) = 1; con i = 3, probabilidad(ali] > maz) =
3 v probabilidad(ali] < maz) = %; y en general, probabilidad(ali] > maz) = +y

%

|—
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probabilidad(a[i] < maz) = *=*. Como cuando a[i] > maz se hace una comparacién y
cuando afi] < maz se hacen dos, el nimero medio de comparaciones es

2 (+ 121)=§;(2-%)=

n

An—1)-> -

i=2

I —

2(n —1) —d:vz?(n— 1)—Inn (3.5)
i 1
Hemos obtenido el niimero de comparaciones en el caso mds favorable, mas desfa-

vorable y promedio y en los tres son del orden de n, con lo que el nimero de compara-
ciones sera f(n).

Asignaciones Para las asignaciones el caso més favorable es que no sea nunca ali| >
maz ni afi] < min, con lo que el maximo y el minimo debe ser a[l]. En este caso se
hacen solo las dos asignaciones del principio.

El caso mas desfavorable serd que se haga siempre una asignacion del interior del
FOR. (no puede ocurrir que se hagan las dos), con lo que tendremos 7+ 1 asignaciones.

En el caso promedio, como afi] > maz con probabilidad %, se ejecuta maz = afi] un
nimero medio de veces dado por Y1, Z, y como ali] < min tamblen con probabilidad
;, la misma expresién nos sirve para el ndmero medio de veces que se ejecuta min = ali,
con lo que el nimero medio de asignaciones es 2 4+ 21nn.

En el caso de las asignaciones tenemos que estén entre (1) y O(n), y que el
promedio pertenece a (logn).

La complejidad en promedio del algoritmo serd 6(n), pues éste domina sobre
f(logn).

3.2.2 Con Divide y venceras

Aplicando la técnica divide y venceras se divide el problema por la mitad hasta que
tengamos uno o dos elementos:

Algoritmo 3.4 Cdlculo del mdzimo y minimo, con divide y vencerds.
PROCEDURE MaxMinDV(a:ARRAY([1..n] OF tiposi, j:INTEGER;
VAR mazx, min:tipo)
BEGIN
IFi<j-1
mit = (i +j) DIV 2
MaxMinDV(a, i, mit, mazl, minl)
MaxMinDV(a, mit + 1, j, maz2, min2)
IF mazl > maz?2
max = mazl
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ELSE
max = mazr2
ENDIF
IF minl < min2
min = minl
ELSE
min = min2
ENDIF
ELSIF i=j—-1
IF ali] < alj]
maz = alj]
min = ali]
ELSE
maz = afi]
min = alj]
ENDIF
ELSE
maz = ai]
min = max
ENDIF
ENDMaxMinDV

En este caso, para calcular el tiempo de ejecucion, podemos suponer que n es una
potencia de dos y aplicar después el teorema 2.1 para quitar esta restriccion.

Comparaciones Para calcular el nimero de comparaciones tenemos la ecuacién de
recurrencia t(n) = 2t ('2—‘) + 2, y haciendo el cambio k = logn tenemos t = 2ty_; + 2,
cuya ecuacién caracteristica es (z — 2)(z —1) = 0, y la solucién general t(n) = ¢;n+ cs,
y como t(2) =1y (4) = 4 tendremos:

1:201+02
4=4¢c; + ¢

y resolviendo el sistema ¢(n) = 3n — 2.
Si para calcular los pardmetros consideramos que podemos llegar al caso base 1 6
2 tendremos:

0201‘|‘02
2:201+02
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y ¢ =2, ¢y = =2, por lo que t(n) = 2n — 2.

Suponiendo distintos casos base obtenemos tiempos de ejecucién distintos aunque
el mismo orden. ;Qué tiempo es el correcto? Si suponemos que n es potencia de
dos el correcto serd el primero que hemos calculado ya que siempre llegaremos al caso
base de tamano 2. Este andlisis nos permite comprobar que si llegamos al caso base 1
tendremos mayor tiempo de ejecucidn, con lo que si en el programa quitamos el caso
base de tamafio 2 llegaremos siempre al de tamafio 1 y el programa serd un 33% més
lento. De este modo, en algunos casos el variar el tamano del caso base nos permite
una reduccién en el tiempo de ejecucién manteniendo el mismo orden.

Asignaciones Para calcular el niimero de asignaciones tendriamos la misma ecuacion
de recurrencia, pero t(2) = 2 y t(4) = 6, con lo que obtenemos t(n) = 2n — 2.

3.2.3 Comparacién

Hay que hacer varias consideraciones:

o En el caso de MaxMinDv hemos calculado el ntiimero de comparaciones y asig-
naciones de elementos del tipo ”tipo” sélo para el caso en que n sea potencia de
dos. En otro caso podemos deducir (utilizando el teorema mencionado) que el
tiempo es f(n), pero no obtenemos la férmula exacta.

o Aunque los dos métodos utilizados tengan el mismo 6, dependiendo del coste de
las operaciones de comparacién y asignacién un método puede ser preferible a
otro. Si consideramos que las asignaciones son las operaciones més costosas, el
método directo puede ser preferible. Silas comparaciones son mucho mas costosas
que las asignaciones (podria pasar si los datos estdn en listas almacenados como
variables dindmicas y la comparacién se hace comparando elemento a elemento
de la lista y la asignacién simplemente asignando putneros) puede ser preferible
el método divide y vnecerds, pues el coste de las comparaciones puede ser o (%n)
y en el método directo o (2n)

o Hay que tener en cuenta también que el método divide y vencerds es recursivo,
lo que puede producir un mayor tiempo de ejecucién de gestionar las llamadas
recursivas, y que estas se gestionaran mas o menos eficientemente dependiendo
del compilador con que trabajemos.
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3.3 Ordenacion por mezcla

3.3.1 Descripcion

Consideramos la ordenacién de n datos almacenados en un array con indices entre 1y
n. Los datos se ordenan por un método divide y venceras, dividiendo el problema en
dos subproblemas de igual tamafo (si n es potencia de dos) hasta llegar al caso base
que serd tener un tnico elemento. En el caso base los datos (el dato) estdn ordenados,
con lo que la solucién del problema consiste en no hacer nada. Una vez que tenemos
dos subarrays ordenados hay que mezclarlos para obtener ordenado el array formado
por esos dos subarrays, con lo que el procedimiento de combinacién consiste en una,
mezcla de dos arrays ordenados.

Ejemplo 3.3 Vemos el funcionamiento del método con un ejemplo que se muestra en

la siguiente figura:
/orden r(5762)

ordenar(57) ordenar(62)

ordenar(5) | ordenar(7) | ordenar(6)| ordenar(2)

/
mezclar(5,7) mezclar(6,2)

mezclar(57,26)

donde ordenamos los datos 5, 7, 6 y 2.

3.3.2 Algoritmo

Un algoritmo ajustandonos al esquema divide y vencerds puede ser:

Algoritmo 3.5 PROCEDURE Mergesort(p, :INTEGER)
VAR
m:INTEGER
BEGIN
IFp<gqg
m = (p+q) DIV 2
Mergesort(p, m)
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Mergesort(m + 1, q)
Merge(p, m, q)
ENDIF
ENDMergesort
donde Merge es:
PROCEDURE Merge(p, m, ¢:INTEGER)
VAR
b:ARRAY[1..n] OF tipo
h,i, 7, k:INTEGER
BEGIN
h=p
1=p
j=m+1
WHILE h <m AND j < ¢
IF a[h] < alj]
bli] = a[h]
h=h+1
ELSE
bli] = a[s]
J=7+1
ENDIF
i=1i+1
ENDWHILE
IFh>m
FOR k=j TO ¢
bli] = alk]
i=1+1
ENDFOR
ELSE
FOR k=hTO m
bli] = alk]
1=1+1
ENDFOR
ENDIF
FORk=pTOgq
alk] = b[k]
ENDFOR
ENDMerge

En este algoritmo los procedimientos del esquema del método divide y vencerds
son:
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e pequeio. Es la comprobacién de que p > q.
e solucion. Es no hacer nada ya que un tnico dato es una secuencia ordenada.
e dividir. Es m = (p +¢) DIV 2.

e combinar. Es el procedimiento Merge.
El algoritmo no es muy bueno por al menos dos motivos:

o Después de la mezcla se hace una copia de datos de un array temporal b en el array
a. Esto se puede evitar poniendo un parametro booleano en el procedimiento
Mergesort que indique si hay que mezclar de a en b o de b en a.

e El que el método sea recursivo nos puede producir un mayor tiempo de ejecucion
y una mayor ocupaciéon de memoria que si no lo fuera.

3.3.3 Estudio

Para estudiar el tiempo de ejecucién consideramos n potencia de dos y contaremos las
instrucciones que se ejecutan.

Empezamos analizando Merge:

Se ejecutan las tres inicializaciones, y después se entra en el bucle WHILE eje-
cutdndose su cuerpo un nimero minimo de veces § y un niimero mdximo n — 1. Si
llamamos § + [ al numero de veces que se pasa por el cuerpo de WHILE tendremos

un coste 5 (% + l) del WHILE, y un coste 3 (% - l) de la copia de los elementos que
quedan en uno de los dos subarrays, y un coste 2n de la copia de b en a. Por tanto
tenemos que t(n) = 34 6n + 2[, y como [ estd entre 0y & — 1, £(n) € 0(n).

Para calcular el coste del Mergesort tenemos la recurrencia:

H) = a stn=1
(n) = Qt(g)-l—bn-l—c sin>1

y resolviendo la ecuacién se tiene t(n) = bnlogn+(a+c)n—c, y el orden serd 6 (nlogn).

3.4 Ordenacion rapida

3.4.1 Descripcién

En este caso un problema se divide en dos subproblemas pero estos no tienen por qué
ser de igual tamano. Dado el array a de indices p a ¢, se toma un elemento y se obtienen
los menores que él almacendndolos en a en las posiciones de la p a la m, y los mayores
o iguales almacendndolos en las posiciones de la m + 1 a la g.
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Ejemplo 3.4 Para ordenar los datos 3, 7, 6 y 2 podriamos tener un arbol de llamadas

como el siguiente:
/orden r(5762)

ordenar(2) ordenar(765)
ordenar(56) ordenar(7)

ordenar(5)  ordenar(6)

donde en cada paso se dividen los elementos en dos subconjuntos con todos los datos
en el primer subconjunto menores o iguales que todos los del segundo subconjunto.
Segiin la estrategia utilizada para elegir el pivote variard cdmo se hace la divisién de
un conjunto en dos subconjuntos.

3.4.2 Algoritmo

Un algoritmo puede ser:

Algoritmo 3.6 PROCEDURE Quicksort(p, :INTEGER)
VAR
J: INTEGER
BEGIN
IFp<gq
J=q+1
particion(p, 5)
Quicksort(p, j — 1)
Quicksort(j + 1, ¢)
ENDIF
ENDQuicksort
donde el procedimiento particién es:
PROCEDURE particion(iz¢:INTEGER; VAR, d:INTEGER)
VAR
temp, v:tipo
i:INTEGER
BEGIN
v = alizq]
1=12q
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WHILE i < d
REPEAT
1=1+1
UNTIL afi] > v
REPEAT
d=d-1
UNTIL a[d] < v
IFi<d
temp = alt]
ali] = ald
ald] = temp
ENDIF
ENDWHILE
ofizg) = ald
ald] = v
ENDparticion

En este algoritmo los procedimientos del esquema del método divide y vencerds
son:

e pequeio. Es la comprobacién de que p > g.
e solucion. Es no hacer nada ya que el caso base consta de un tinico elemento.

e dividir. Es particionar. En este caso en la divisién del problema, ademds de
obtener el indice por el que se particiona se hace una ordenacién relativa.

e combinar. No se hace combinacién ya que la ordenacion relativa que se hace en
particionar nos asegura que el array quede ordenado al final.

También es este caso se podria evitar la recursiéon para hacerlo més eficiente.

3.4.3 Estudio

Con este algoritmo el caso méas desfavorable se presenta cuando los datos estan inver-
samente o directamente ordenados. En estos casos la recurrencia que se tiene es:

H(n) = { c sz: n=1
t(n—1)+an+b sin>1
y expandiendo la recurrencia se llega a ¢(n) = c+ a2 (n— 1)+ b(n—1), y ty € 0 (n?)
yt € 0(n?).
Algo mas complicado es obtener el tiempo promedio, ya que en general la recurren-
cia es de la forma:
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i(n) = c sin=1
S| tHn—d)+ti—-1)F+an+b sin>1

pudiendo tomar 4 un valor entre 1 y n correspondiente a las n posiciones en que puede
quedar el elemento pivote después de la ejecucién del procedimiento particion.

Para calcular el coste promedio consideraremos las comparaciones, y que el ele-
mento pivote puede ir a parar con la misma probabilidad a cada una de las n posiciones
del array. De esta manera tenemos la férmula (cambiamos todas las constantes por
unos para simplificar la expresién):

n

Cln) =n+1+4 =3 (Cli= 1)+ Cln - ) (3.6)

i=1
y multiplicando por n:
nC(n)=n(n+1)+2(C0O)+C(1)+...+C(n—1)) (3.7)
Sustituyendo en 3.7 n por n — 1 queda:
n-=1)Cn-1)=mn-1)n+2(C0)+...+C(n-2)) (3.8)
Restando a 3.7 la ecuacién 3.8, agrupando y dividiendo por n(n + 1) queda:

C(n) C(n-1) 2

- = 3.9
n+1 n n+1 (3.9)
y desarrollando llegamos a:
Cln) 2 2 1 n+l ]
= i —:2/ “dz =2In(n + 1 3.10
n+l n+l n+ +2 Log n(n+1) (3.10)

con lo que C(n) € f(nlogn).

3.5 Multiplicacién rapida de enteros largos

3.5.1 Meétodo directo

Cuando se implementa el tipo EnteroLargo como:
TYPE EnteroLargo=POINTER TO nodo;
nodo=RECORD
item:INTEGER,;
sig:EnteroLargo;
END;
donde cada EnteroLargo estd compuesto por una serie de enteros de un tamano deter-
minado (vamos a suponer 1) almacenados en nodos distintos; la multiplicacién de dos
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enteros largos se puede hacer multiplicando todos los nodos de un nimero por todos los
de otro, lo que da una complejidad de nm con n y m las longitudes de los dos enteros
largos, y a este tiempo hay que sumarle los tiempos de las sumas.

Para disminuir el tiempo de ejecucién se puede utilizar un método divide y venceras.
Suponemos los enteros largos = e y de longitud n, y los descomponemos en dos partes
iguales siendo:

z=0a102 4+b
y=c10% +d
siendo:
2y = ac 10" + (ad + cb) 102 + bd (3.11)

en cuyo caso tendremos que hacer 4 multiplicaciones de tamafio % y las sumas, con lo
que el tiempo de ejecucién viene dado por la recurrencia:

Hm) = c sin=1 319
(n) = 4t(%)-|—bn sin>1 (312)

de donde t(n) = (c+ b)n® — bn, que da un tiempo de ejecucién de orden 6 (n?), con
lo que el método divide y venceras por si s6lo no mejora el tiempo de ejecucién de un
método directo.

3.5.2 Multiplicacién rapida

El método de Strassen consiste en modificar la férmula de la multiplicacién (ecuacién
3.11) obteniendo la nueva férmula:

2y = ac 10" + ((a — b)(d — ¢) + ac + bd) 102 + bd (3.13)

con lo que la ecuacién de recurrencia queda:

H) = c sin=1 314
(n) = 3t(%)-|—bn sin>1 (3.14)

de donde desarrollando tenemos:
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3l°g"c+2bn< e 1) =
9logn -
nlogSC +9% (nlog3 _ TL)

con lo que el tiempo de ejecucién es del orden n'83 ~ 5159,

3.5.3 Implementacién

La forma de implementar la multiplicacién de enteros largos podria ser implementar
el tipo en un médulo de manera que los procedimientos que aparecen a continuacién
deberian estar en el médulo para poder hacer la multiplicacién:

Algoritmo 3.7 Multiplicacion de enteros largos por el método de Strassen.
PROCEDURE Mult(z, y:EnteroLargo;n:INTEGER):EnteroLargo
IFn<b
RETURN MultBasica(z, y)
ELSE
asignar(a,primeros(%, v))
asignar(b,ultimos(%, )
asignar(c ,pmmeros(% y))
asignar(d,ultimos(5,y))
asignar(ml, Mult(a ¢ %))
asignar(m2, Mult(b, d, %))
asz’gnar(mS,Mult(mstar(a b), restar(d, c),; ))
RETURN sumar(sumar(Mult10(m1,n),
Mult10(sumar(sumar(ml,m2),m3),5)),m2)
ENDIF

donde:

o asignar, hard la asignacién entre dos enteros largos.
o ultimos, obtendrd los ultimos digitos de un entero largo.
o primeros, obtendra los primeros digitos de un entero largo.

o MultBasica, hard la multiplicacion en el caso bésico en que tengamos nimeros de
menos de b digitos.

o restar 'y sumar, haran la resta y suma de enteros largos.

o Mult10, hard la multiplicacién en el caso especial de anadir ceros al final del
nimero.
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En este esquema la funcién pequeno se corresponde con la comprobacién n < b,
la funcién solucién es MultBasica. dividir es algo mas complicado, pues se dividen
los dos enteros largos en cuatro enteros (a, b, ¢ y d) de longitud la mitad usando
las funciones primeros y ultimos. combinar consiste en llevar a cabo las operaciones
indicadas en la férmula 3.13.

3.6 Multiplicacién rapida de matrices

3.6.1 Meétodo directo

Si tenemos dos matrices A y B de dimension n X n y queremos obtener C = AB habri,
que calcular los n? elementos de C, necesitando para cada uno de ellos n multiplica-
ciones y n — 1 sumas, por lo que la complejidad del algoritmo serfa n*(2n — 1), lo que
supone un orden 6 (n3).

Si cada una de las matrices A y B se divide en cuatro submatrices de dimensién
5 X 5 se puede aplicar el esquema del divide y vencerds, teniendo 8 multiplicaicones
de matrices y 4 sumas de matrices de dimensién § x . La division de las matrices
se hace recursivamente hasta llegar a un determinado tamaiio del caso base (b), con el

que se utiliza el método directo. La ecuacién de recurrencia queda:

s) 2n3 sin<b 21
(n) = é%i?(%)-l—n2 sin>b (3.15)

si contamos el nimero de operaciones de suma o resta y multiplicacion. Resolviendo la
ecuacién de recurrencia tenemos t(n) = ¢;n3 +con?, y si obtenemos ¢; y ¢; imponiendo
los casos base b y 2b queda t(n) = (2 + %) n3 — n2, con lo que el método divide y
venceras por si s6lo no mejora asintéticamente el tiempo de ejecucién de un método

directo.

3.6.2 Multiplicacién rapida

El algoritmo de Strassen se basa también en la divisién de las matrices A y B en la

forma:
Au A12 Bll B12
A= B= 3.16
( A21 A22 B21 B22 ( )
pero reduciendo el nimero de multiplicaciones de ocho a siete y aumentando el de
sumas de cuatro a dieciocho utilizando las férmulas:
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P = (An+Ap) (B + By)
QR = (A21 + 4422) Bu
R = A1 (Big — By)
S = A22 (321 - Bu)
T = (A1 + Apo) By
U = (Au — Au)(Bu + Bo)
V = (A - A22) (B21 + 322)

Cn = P+S-T+V
012 = R-|—T
Cy = Q+S
Cyp = P+R-Q+U

con lo que la ecuacién de recurrencia, si consideramos el tamaino del caso base b y
contamos el nimero de operaciones aritméticas, queda:

s 2n? stin<b 217
(n) = 7t(%)-|—%n2 sin>b (3.17)

de donde, resolviendo la ecuacién de recurrencia e imponiendo los casos base b y 20,
obtenemos (n) = (2b0'19 + ot ) 0281 — 6n?.

El método de multiplicacion rapida es mas rapido que la multiplicacién normal
asintéticamente, pues su orden es n?8!, pero el nimero de operaciones aritméticas
varia al variar el tamano del caso base. El tamafno 6ptimo del caso base se puede
estimar tedrica o experimentalmente, pero las constantes y los términos de menor orden
tienen una gran importancia para tamanos pequenos, y el método divide y venceras
es mas dificil de programar de manera eficiente. Todo esto puede producir que, en la
practica, el método directo sea mas rapido que el divide y vencerds para tamanos de
problema grandes, y el punto en que el método divide y venceras pasa a ser mejor que
el directo depende de factores como el lenguaje o compilador utilizado y la destreza
del programador.

Se pueden conseguir mejoras dividiendo el tamano de las matrices por valores
superiores a dos, y hay métodos distintos, como por ejemplo uno debido a Schonage, de
orden n%™, otro de Victor Pan, de orden n%%', e incluso de orden n?3™5. A pesar de que
estos métodos sean mejores asintéticamente nos encontramos otra vez con la direrencia,
en términos de menor orden y en las constantes, lo que hace que sean mejores para,
tamanos de matriz demasiado grandes como para considerar aplicarlos en la practica.
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3.7 Problemas

Problema 3.1 Suponiendo que tenemos un array de n enteros (siendo n una potencia
de dos), hacer un procedimiento que calcule la media de los elementos del array segin
un esquema, divide y vencerds. ;Se puede generalizar al caso en que n no sea potencia
de 27

Problema 3.2 Realizar un algoritmo que utilizando la técnica de divide y vencerds
encuentre el mayor y segundo mayor elemento de un array.

Solucién:

Haremos un procedimiento al que mandaremos los indices del array sobre los que
estamos trabajando, y dos valores M y m que contendrn el maximo y el segundo mayor.
M y m seran variables pues hay que devolverlos al procedimiento que los llamé para
combinarlos:

procedure maximos(p, ¢:indices;var M, m:datos)

var

mat:indice
My, My, mq, my:datos
begin
sip=gq
M = afp]
m= —00
en otrocasosiqg—p=1
si alp] > afg]
M = afp]
m = alg]
en otro caso
M = dfq]
m = alp]
finsi
en otro caso /*No es suficientemente pequeno®/
mit = (p+q) div 2
maximos(p, mit, My, my)
maximos(mit + 1, ¢, My, ms)
/*Se combinan los resultados:*/
si A/Il > ]WQ
M =M,
si My > my
m = My
en otro caso
m=nmy
finsi
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en otro caso
M=M,
si My > mg
m=M 1
en otro caso
m =My
finsi
finsi
finsi
finmaximos
La primera llamada se harfa con maximos(1, n, M, m) estando los datos en un array
de indices de 1 a n.

Problema 3.3 Tenemos datos de un cierto tipo almacenados en una lista de arrays
(cada dato en un elemento de un array de un nodo de la lista) y se realiza la ordenacién
de los datos en dos fases: en la primera se ordenan todos los arrays por el método
Quicksort, y en la segunda se ordenan los elementos mezclando primero el nodo uno
y dos, después el resultado de mezclar los dos primeros nodos con el tercero, y asi
sucesivamente. Estudiar el tiempo de ejecucion del algoritmo resultante en funcién del
tamano de los arrays y del nimero de datos a ordenar.

Solucién:

Suponemos que tenemos n datos a ordenar y que ¢ es el tamafio de los arrays.
Tendremos ¥ nodos (tomando la parte entera superior, pero esto no nos influird en el
orden de ejecucién). La ordenacién de cada nodo por Quicksort lleva un tiempo del
orden de tlogt en promedio, y t* en el caso més desfavorable.

En la segunda fase se mezclan el nodo 1y 2, lo que tiene un orden 2¢ en cualquier
caso, después el resultados de mezclar el 1 y 2 se mezcla con €l 3, lo que tiene un orden
3t, y asi sucesivamente hasta mezclar los nodos del primero al pentltimo con el dltimo,
lo que tendrd un coste 3, por lo que la segunda fase del algoritmo tiene un orden:

n n\ -1
2t-|-3t-|—...-|——t=t(2-|——>t =
[ t 2

n—t
2t

(2t +n)

y €l orden total serd en promedio:

n? + nt — 22

logt
nlogt + 5%

y en el caso mds desfavorable:
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n?+nt — 22

t
nt + 9

Problema 3.4 Dadas dos funciones f y ¢ como en el método Divide y vencerés,
ecuacién 3.1. ;Se cumple que si O(f) < O(g) entonces es mejor aplicar Divide y
venceras que el método directo? Encontrar un contraejemplo.

Problema 3.5 Dado un array de N niimeros hacer un programa que utilizando la
técnica divide y vencerds encuentre una cadena de n numeros en el array con la que se
obtenga una suma maxima. El algoritmo debe ser de coste t(N,n) € 6(N).

Solucion:

Para hacer un algoritmo sin la técnica divide y venceras que resuelva el problema
en un tiempo t(N,n) € 6(N) hay que tener en cuenta que no se puede empezar en
cada posicién de la serie (de la posicién 1 a la N — n) y sumar n nimeros a partir
de cada posicién, pues el coste serfa n(N — n) y queremos que el coste no dependa
de n. El problema con esta aproximacién seria que hacemos trabajo de mas pues si
sumamos los nimeros en las posiciones 1, 2, ..., n, y después los niimeros en las 2, 3,
..y 1+ 1, estamos volviendo a sumar los nimeros en las posiciones 2, 3, ..., n (jtrabajo
que ya habiamos hecho!). Para evitar este problema podemos resolverlo sumando los
n primeros nimeros (coste n < N) y a partir de ahi recorrer las posiciones de lan +1
ala N restando a la suma anterior el nimero z[i —n| y sumando el z[i]. De este modo,
un programa, para resolver el problema con coste N seria:

s =0 /*Suma actual*/

k=1 [*Posicién de inicio*/

para j =1,2,...,n /*Suma de los n primeros datos del array z*/
s =s+z[j]
finpara

so=s [*Almacenamos la suma en una suma éptima actual®/
paraj=n+1,n+2,...,N /*Célculo del resto de las sumas*/
s =s—a[j —n| + a[j]
sl s> s0
s0=38
k=j—-n+1
finsi

finpara,

.Esta manera de resolver el problema se puede considerar un divide y venceras?
Tenemos la resolucion de un subproblema de tamafio 7 en el primer bucle, y la resolu-
cién de N —n subproblemas de tamafio n (todos resueltos del mismo modo y utilizando
la solucién de los subproblemas anteriores) en el segundo bucle, y la combinacién de
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los subproblemas se va haciendo conforme se va resolviendo cada subproblema. De este
modo, podriamos considerar esta solucién como un divide y venceras muy alejado del
esquema visto en clase.

Una solucién mds aproximada al esquema, visto en clase podria ser dividir el pro-
blema en dos subproblemas de tamafio & (o en un nimero constante ¢ de subproblemas
de tamafio %), resolver cada uno de los subproblemas con el método anterior, lo que
nos daria un coste % en cada subproblema y N en total, y hacer una combinacién que
no aumente el coste. De esta manera el esquema seria:

D_V:

resolver con el método anterior con indices 1 a g y obtener resultados en s; y
ky

resolver con el método anterior con indices % + 1 a N y obtener resultados en
89y ks

combinar(z, N, n, s1, k1, $2, k2, 5, k)

Donde en combinar utilizamos como entradas los nimeros, los valores de N y n
(z, N,n) y las soluciones de los subproblemas resueltos (s, k1, So, kg), y se devuelve
como resultado la solucién global (s, k). El esquema de combinar serfa similar al del
algoritmo sin divide y vencerds, y se trata de hacer las sumas de las secuencias de
n numeros de las que no se ha hecho la suma en ninguno de los subproblemas, y
comparar los resultados que vamos obteniendo con los mejores de los obtenidos en los
subproblemas:

combinar:

Sl 81 > 89
§= 51
k=k
€1l otro caso
8§ = 89
lﬂ = kQ
finsi
1 = 0
para j=3 -n+2, T -n+3,..., Y +1
$1 =81 + z[j]
finpara
s1s; > 8
§= 51
k= % -n+2
finsi
para j=S —n+3 T -n+4,...,
$1 =8 —a[j] +z[j +n]
sisy > s
§=381

N
I
—_
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k=j
finsi
finpara

Problema 3.6 Siguiendo el esquema divide y vencerds se programa un algoritmo de
ordenacion:

ordenar(i, d:indices):

sid—1<10
ordenarbasico(i, d)
en otro caso
m = (d+1i) div 2
ordenar(i, m)
ordenar(m + 1, d)
mezclar(i, m, d)
finsi

Obtener su orden exacto en el caso en que ordenarbasico sea un método de orde-
nacion por la burbuja o un mergesort. ;Qué pasaria con el orden exacto en los dos
casos si la condicion del si fuera d — 1 < 1007

Solucién:

El método de la burbuja tiene un orden # (n?), y el mergesort un #(nlogn), por
tanto, tendremos que t(n) = 2t (%) +bn+asin>10,ysin <10 serd t(n) € 0 (n?) 6
t(n) € 8(nlogn) dependiendo de que ordenarbasico sea un método de la burbuja o un
mergesort, respectivamente.

Expandiendo la recurrencia tendremos:

n n n
t(n)=2t<§)+bn+a=2<2t(2—2>+b§+a)-|-bn-|-a:
n

2%(3) +n+al+2)=... =2 (2k

92 )+bkn+a(1+2+...+2k—1):

okt (%) +bkn +a (2’c - 1)

cuando gz < 10 es log {; < k = logn —log10 < k, y tomando logn —log10 = £ (lo
que no va a influir en el orden) tenemos:

t(n) = 218718 104(10) 4 b(logn — log 10)n + a (1% — 1) =

%t(l()) + bnlogn — bnlogl0+a (% - 1) € f(nlogn)
independientemente de que el caso base se resuelva por la burbuja o mergesort, ya que

t(10) serd una costante en cualquier caso.
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Si el caso base se considera de tamano 100 el resultado sigue siendo el mismo sin
mas que sustituir en la férmula anterior el valor 10 por 100. La tnica diferencia estara
en las constantes que aparecen en t(n), por lo que t(n) € (nlogn).

El estudio lo hemos hecho suponiendo n potencia de dos. Para quitar esta restric-
cién habria que utilizar el teorema 2.1.

Problema 3.7 Supuesto que tenemos un algoritmo que multiplica matrices triangu-
lares (a;; = 0 si ¢ > j) cuadradas por matrices completas con un coste 3n*®! (y lo
mismo para la multiplicacidn de una matriz completa por otra triangular), resolver
por divide y venceras el problema de multiplicar matrices cuadradas triangulares utili-
zando los algoritmos de multiplicacién por matrices completas. Calcular el tiempo de
gjecucion del algoritmo diseniado.

Solucién:

Si consideramos las matrices triangulares A y B que queremos multiplicar para
obtener la matriz C también triangular, el procedimiento podria ser
multiplicar(4, B,d,C), siendo d la dimensién del problema que estamos resolviendo
(el niamero de filas y columnas de las matrices).

Las matrices de dimensién n X n se pueden descomponer en submatrices de di-
mension £ X 2 teniendo:

A Ap By B Cu Cio
siendo las matrices de subindices 11 y 22 triangulares y las de subindice 12 completas.
La matriz C se obtiene con la férmula:
O = AnBy AubBig + ApBy
0 Ago By
con lo que la matriz C se obtiene haciendo dos multiplicaciones de matrices triangulares,
y dos multiplicaciones de matrices triangulares por completas y una suma de matrices
completas.

El esquema del algoritmo seria:

multiplicar(A4, B,d,C'):

si pequeiio(d)
mult_completa(4, B,d,C)

en otro caso
obtener Ay, Ay, Ag, Bii, Bia, By
multiplicar(An, BH, %,CH)
mult_triancomp(A,1, Bya,%,D)
mult _comptrian(Alg, BQQ,E,E)
sumar(D, E,2,Cy,)
multiplicar(Agy, Bas, 3,022)

finsi

El tiempo de ejecucién sera:

t(n) =2t (5) + 328 + n?



86 CAP/TULO 3. DIVIDE Y VENCERAS

pues se resuelven dos subproblemas del mismo tipo, se hacen dos multiplicaciones
matriz triangular por completa y una suma de matrices que tiene coste inQ.
Desarrollando tenemos: b5l \
t(n) =2 <2t () +3(2)" +1(3) ) + 3281 4 L2
y agrupando:
t(n) = 22 (2%) + %nQ.SI (1+2-181) 4 4ln2 (1+27)
A continuacién
t(n) = 2 (%) + In28t (1427181 (27181)7) + In? (14271 + (271)7)
Y por simplificar consideraremos el tamafio del caso base uno y que 7 es potencia de
dos. Teniendo en cuenta que los términos que afectan a n*®' y n? son progresiones
geométricas de razén 21;1'81 y 27! respectivamente quedaré:

nl

- n=1
t(n) =n+ 308 it + I = n+ g —n® - A —n+ in? - In € 6 (n?¥)
—a 2

1 91811 o181
2
Problema 3.8 Dado el esquema del algoritmo Quicksort:
quicksort(izq,der):
if izq < der
p=mediana(izq,der)
particionar(p,izq,der,div)
quicksort(izg,div)
quicksort(div + 1,der)
endif
Donde, con "mediana” se obtiene la mediana de los elementos del array a entre
las posiciones izq y der (el elemento que ocuparia la posicién central si estuvieran
ordenados), y ”particionar” es el procedimiento tipico de particionar pero usando p (la
mediana) como pivote, con lo que el problema se divide en dos subproblemas de igual
tamano. Si el tiempo de ejecucién del procedimiento ”mediana” es teq(n) = 20n, y el
de "particionar” es ty,(n) = n:
a) Calcular el tiempo de ejecucién de esta versién del Quicksort.
b) Si el método de la burbuja tiene un tiempo de ejecucién n?, ;para qué valores
de la entrada es preferible esta versién del Quicksort al método de la burbuja?
Solucién:
a) La ecuaci6n de recurrencia siendo n potencia de dos serfa:
a sin<l
tn) = { 2in+b+2t (%) sin>1
Expandiendo la recurrencia tenemos:

t(n)=21n+b+2t<g> =21n-|—b-|—2(21g-|-b-|-2t (%)) =

91n2 + b (1 +2) + 2% (2"—2) = 21n2 + b(1+2) +2? (21%+b+2t (2"—3» -
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...=21nk+b(1+2+...+2k—1)+2’“t(2ﬁk>=

2lnk +b (2’c —~ 1) + 2% =21lnlogn+b(n—1)+an €0 (nlogn|n = 2’“)

Para quitar la condicién hay que aplicar el mismo teorema que en el problema
anterior. En este caso f(n) = nlogn es eventualmente no decreciente y 2-arménica,
y faltarfa demostrar que #(n) es eventualmente no decreciente, lo que haremos por
induccién:

t(2) =424+ b+ 2t(1) > (1), con lo que se cumple el caso base.

Si suponemos que es creciente hasta n, tendremos que demostrar que lo es hasta,
n+1 0, lo que es lo mismo, que #(n) < t(n+1). Pero t(n) = 21n+b+1 ([%D +1 ([%J)

yin+1)=2In+21+b-+1 ((%1]) +1 (L"T“J), y por la hipétesis de induccién es

(1)) > ¢ (121) v ¢ (12£2) > £((2]), v por tanto t(n +1) > #(n).

b) Se trata de comparar el tiempo del algoritmo por quicksort con el de la burbuja.
Serd més réapido el quicksort cuando 21nlogn +b(n — 1) +an < n?. Como no sabemos
los valores de @ y b supondremos que valen 1, con lo que hay que comparar 21nlogn +
2n — 1 con n®. La funcién f(n) = n® — 21nlogn — 2n + 1 es creciente para valores
suficientemente grandes, y en n = 128 es negativa y en n = 256 es positiva, por lo
tanto a partir de un cierto valor entre 128 y 256 esta versién del quicksort seria més
rapida que el método de la burbuja (no calculamos €l valor exacto de n a partir del
cual es mejor pues para eso necesitariamos una calculadora).

Problema 3.9 Suponemos el esquema del método divide y venceras visto en clase:

resolverDV(p, i, d):

if pequetio(p, 1, d)
resolverbasico(p, i.d)

else
m=
resolverDV (p,i,m — 1)
resolverDV (p, m, d)
combinar(p, i, m, d)

endif

Si f es la funcidn que representa el coste de ejecucion de obtener m, y de combinar
los resultados de los subproblemas; y g es el coste de resolver el problema con el método
bésico; y consideramos el coste de la funcién pequetio despreciable.

a) {Es verdad que si O(f) < O(g) es mejor, en términos de coste del algoritmo,
resolver el problema por divide y vencerds que por el método directo (usando el pro-
cedimiento resolverbasico)?

b) Suponiendo que el problema es suficientemente pequefio cuando consta de un
unico elemento, y que los érdenes de f y g son polinémicos, contestar a la pregunta
del apartado a).

i+d
2
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En caso de que la respuesta sea negativa habra que dar un contraejenplo, y en caso
de que sea afirmativa habra que demostrarlo.

Solucién:

a) Sabemos que en este caso, si el caso base es de tamafio 1, se cumple que t(n) =
2g(1) + T 2 (2)-

Si tomamos g(n) =In ny f(n) =1 tendremos t(n) € O (2’“) = O(n), con lo que
es peor resolverlo por divide y vencerds que con el método directo que tiene un orden
O(ln n).

b) Como ya hemos visto en el apartado a, si O(f) = O(1) el tiempo del método
divide y vencerds seria O(t) = O(n), que es un orden menor o igual que el de cualquier
polinomio de grado mayor o igual a uno.

Si O(f) = O(n), serd t(n) = n+ Y5y 2'% = n+nlogn € O(nlogn), que estd
incluido en el orden de cualquier polinomio de grado mayor que uno.

Si O(f) = O (n*) con a mayor que uno, tendremos:

k—1 a—1 -1
L N .
tn)=n+n §2i(a_l)—n+n <ﬁ> 2a_l_leO(n)

que es < O (nb), con b > a.

Problema 3.10 Se trata de resolver el problema de encontrar el cuadrado de unos
mds grande en una tabla cuadrada de bits (un array n x n).
a) Programar un método directo para resolver el problema y dar una cota superior (no
demasiado mala) de su tiempo de ejecucién.
b) Programar un método para resolver el problema por divide y vencerds y dar una
cota superior (no demasiado mala) de su tiempo de ejecucién.
Solucién:
a) Un método directo puede consistir en recorrer toda la tabla por filas y en cada
posicién donde encontremos un uno obtener el mayor cuadrado de unos con esa posicién
en la parte superior izquierda. Haremos un esquema del algoritmo donde se devuelve
en fy clafila y columna superior izquierda del cuadrado méximo, y en ¢ma su tamano.
metododirecto(t,n; var f,c,tma):

tma = 0 /*Tamafio méaximo actual®/

fila =1 /*Fila que se estd evaluando™/

while fila+tma < n /*Si sobrepasa el tamafio de la tabla no podemos mejorar
la solucién actual®/

columna = 1
while columna 4+ tma <n
if ¢[fila, columna] = 1
tam=cuadrado( fila,columna)
if tam > tma

[ = fila
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¢ = columna
tma = tam
endif
endif
columna + +
endwhile
fila 4+ +
endwhile
La funcién cuadrado recorrerd las filas y columnas adyacentes al elemento que se
ha encontrado igual a uno hasta encontrar un cero y sin salirse del cuadrado. No
incluimos todos los pardmetros por simplicidad.
cuadrado(fila,columna):
for 4 = 0 to min(n — fila,n — columna)
for j=0to:
if t[fila + i, columna + 7] = 0
return ¢
endif
endfor
forj=0toi—1
if ¢[fila + j, columna +i] =0
return 4
endif
endfor
endfor
return ¢
Nos conformaremos con obtener una cota superior del tiempo de ejecucién. Para
esto acotaremos el nimero de comparaciones que se hacen de elementos de la tabla.
El nimero maximo de comparaciones a hacer al evaluar la funcién cuadrado desde
la posicién (i,5) es v(i,5) = (n —max(i,§) + 1) (para elementos de la tltima fila o
columna es 1, para los de la pentltima fila o columna es 4, ...), y el niimero de elementos
en la fila y columna i-ésima que no estdn en filas y columnas posteriores es 2n —2i+1,
con lo que el total de comparaciones serd 37, 2(2n — 2i + 1) € O (n?).
b) Para resolver el problema lo descompondremos en cuatro cuadrados de dimensiones
la mitad (supondremos que no hay problemas con los tamafios de los problemas que se
van generando, lo que ocurre por ejemplo si n es potencia de dos). Las cuatro soluciones
devueltas por las llamadas recursivas se comparan para quedarnos con el mayor de los
cuatro cuadrados, pero como puede haber cuadrados mayores en las fronteras habra
que estudiar estas. Se estudiara la frontera vertical (columna %) buscando unos, y
por cada uno en esta columna nos movemos a la izquierda hasta encontrar un cero o
salirnos del cuadrado, y a partir de esta columna analizamos los cuadrados hasta la
columna 3. De manera similar habrd que trabajar con la frontera horizontal.
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En el siguiente esquema se programa el método segun las ideas anteriores, pero no
se entra en detalles de implementacién, donde habria que utilizar una variable leading
dimension para el acceso a las filas y columnas, o habria que copiar los datos de las
submatrices en otras posiciones para trabajar con ellos.

divideyvenceras(t,n; var f,c,tma):

if n < base
metododirecto(t,n, f,c,tma)
else
divideyvenceras
divideyvenceras
divideyvenceras
divideyvenceras
if tma2 > tma
tma = tma2
f=72
c=c2
endif
if tma3 > tma
tma = tmad
f=73
c=c3
endif
if tmad > tma
tma = tma4
f=1r4
c=cd
endif
fronteras(t,n, f,c,tma)
endif
y en el procedimiento fronteras se tratan estas tal como hemos indicado:
fronteras(t,n; var f,c,tma):
fila=1
while fila +tma <n
columna = §
while columna > 1 and t[fila, columna) = 1
columna — —
endwhile
columna + +
while columna +tma < n and columna < §
tam = cuadrado(fila,columna)
if tam > tma

f,etma)
1],%,f2,¢2,tma2)
1],5,f3,c3,tma3)

5 +1],5,f4,c4,tmad)

Trrr
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f = fila
¢ = columna
tma = tam
endif
columna + +
endwhile
fila 4+ +

endwhile
columna = 1
while columna + tma <n
fila=7%
while fila > 1 and ¢[fila, columna] = 1
fila — —
endwhile
fila + +
while fila +tma < n and fila <5
tam = cuadrado(fila,columna)
if tam > tma
f = fila
¢ = columna
tma = tam
endif
fila+ +
endwhile
columna + +
endwhile
Para obtener una cota del tiempo de ejecucién tenemos la ecuacién de recurrencia,
t(n) = 4t (%) +1.(n), donde t, es el tiempo de combinacién de los resultados (la funcién
fronteras). Como en la combinacién a lo sumo se evalian cuadrados a partir de todas
las casillas de la parte superior izquierda del array (la primera de las cuatro partes en
que se ha dividido) una cota superior de ese tiempo serd: 3% . i*(2n—2i+1) € O (n?).

=3
Por lo tanto, la ecuacién de recurrencia es de la forma ¢(n) = 4t (%) + O (n?), cuya
solucién nos da un O (n?). Como la cota superior coincide con la obtenida para el
meétodo directo, con el estudio que hemos hecho no podemos decidir qué método puede
ser mejor en la practica.

Problema 3.11 Dado el problema de obtener el tercer mayor elemento de un array
con elementos de un cierto ”tipo”:

a) Hacer un programa para resolverlo directamente (sin divide y vencerds).

b) Calcular © y O del nimero de comparaciones de elementos del tipo ”tipo” en el
algoritmo del apartado a).
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¢) Calcular Q y O del nimero de asignaciones de elementos del tipo ”tipo” en el
algoritmo del apartado a).
d) Calcular 6 y o del niimero promedio de comparaciones de elementos del tipo ”tipo”
en el algoritmo del apartado a).
e) Calcular 6 y o del nimero promedio de asignaciones de elementos del tipo ”tipo” en
el algoritmo del apartado a).
f) Hacer un programa para resolverlo por divide y vencerss.
g) Calcular 0 y o del nimero promedio de comparaciones de elementos del tipo "tipo”
en el algoritmo del apartado f).
h) Calcular § y o del nldmero promedio de asignaciones de elementos del tipo "tipo”
en el algoritmo del apartado f).
Solucién:
a) Usaremos tres variables primero, sequndo y tercero para almacenar el primer,
segundo y tercer dato, respectivamente. Inicialmente les asignaremos un valor especial
menor que cualquier otro (—oc). Consideraremos que los elementos del tipo "tipo” se
comparan y se asignan usando los signos normales de comparacidn y asignacién. El
programa, consistira en recorrer los n datos del array determinando si son el primero,
segundo o tercero de los que se llevan recorrido, y en este caso se mueven estos valores
para poner el nuevo dato en su sitio. Dado que lo mas probable serd que un nuevo
elemento no sea ninguno de los tres primeros, primero se comparar con tercero, y sélo
en caso de ser mayor se obtiene la posicién que ocupa.
Primero = —oo
sequndo = —00
tercero = —oo
fori=1ton
if a[i] > tercero
if ali] > primero
tercero = segundo
sequndo = primero
primero = ali]
elsif afi] > segundo
tercero = segundo
segundo = ali]
else
tercero = ali]
endif
endif
endfor
b) Sélo se hacen comparaciones dentro del bucle, por lo que ¢(n) = ¥, ¢;, con ¢; €l
niimero de comparaciones que se hacen dentro del for al pasar con el indice 2. Como el
niimero de comparaciones en cada paso estd entre 1 (a[i] < tercero) y 3 (a[i] segundo o
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tercero), tendremos como cota inferior 37 ; 1 = n, y como cota superior Y7 3 = 3n,
por lo que ¢(n) € Q(n) y ¢(n) € O(n).

¢) Asignaciones se hacen tres fuera del bucle, y un nimero variable dentro, por lo
que a(n) = 3+ ¥, a;, con g; el ndmero de asignaciones que se hacen dentro del
for al pasar con el indice ¢. Como el niimero de asignaciones en cada paso estd entre
0 (a[i] < tercero) y 3 (ali] primero), tendremos como cota inferior 3 + Y7, 0 = 3
(en realidad habrd mds asignaciones pues en los tres primeros pasos siempre hay que
actualizar alguna de las variables), y como cota superior 3 + Y1 | 3 = 3n, por lo que
a(n) € Q(1) y a(n) € O(n).

d) Dado que en este caso coinciden © y O, conocemos también el orden exacto que es
6(n).

Para calcular o hay que obtener cudl es la constante que multiplica a n en la
férmula. Cuando vamos por el valor ¢ comprobamos si el nuevo elemento es el primero
de los ¢ primeros datos del array, si es el segundo mayor, el tercero mayor, o si es
menor que el tercero mayor. El nimero de comparaciones si no es ninguno de los tres
mayores es 1, si es el tercero o el segundo es 3, y si es el primero 2. La probabilidad
de que sea el primero es 1, de que sea el segundo 7, de que sea el tercero I, y de
que 10 sea ninguno de los tres es 1 — 2. El nimero promedio de comparaciones ser4

1
i (2% +3r+31+1 (1 — %)) =n+5%", 1. Dado que el sumatorio se aproxima
por un logaritmo neperiano el término de mayor orden es n, y va afectado por la
constante uno, por lo que ¢,(n) € o(n).
e) En este caso no coinciden 2 y O, por lo que no conocemos 6.
Se hacen las tres asignaciones externas y, en el bucle, cuando vamos por el valor
1, si es el primero de los ¢ primeros datos del array se hacen tres asignaciones, si es el
segundo dos, si es el tercero una, y en otro caso ninguna. El niimero de asignaciones
promedio de asignaciones sera, 3 + Y7, (3% +21+1340 (1 — %)) =3+6%r,
Como ese sumatorio se aproxima por un logaritmo neperiano el término de mayor
orden es 6ln n, por lo que a,(n) € O(In n), y a,(n) € o(6in n).
f) La funcién recibird el array donde estdn los datos, los indices izquierdo y derecho que
indican ddonde se trabaja en cada llamada, y devuelve como variables los tres valores
mayores. El caso base serd tener un unico elemento. El problema se divide en dos
subproblemas por la mitad. La combinacién serd obtener los tres primeros a partir de
los tres primeros de las dos partes en que se ha dividido el problema. El esquema sera:
DivVen(a:array of tipo;izg,der:indices;var pri,seg,ter:tipo):

if 12q = der
pri = afizq|
seg = —00
ter = —00
else '

DivVen(a,izq,m,pl,s1,t1)
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DivVen(a,m + 1,der,p2,s2,12)
combinar(pl,s1,t1,p2,52,¢2 pri,seg,ter)
endif
donde en combinar los seis primeros pardmetros son de entrada y los tres ultimos de
salida:
combinar(pl,s1,t1,p2,52,t2,pri,seg,ter):
if p1 > p2
pri =pl
if s1 > p2
seq = sl
if t1 > p2
ter =11
else
ter = p2
endif
else
seq = p2
if s1 > s2
ter = sl
else
ter = s2
endif
endif
else
pri = p2
if s2 > pl
seq = s2
if 12 > pl
ter =t2
else
ter = p2
endif
else
seqg =pl
if 1 > 52
ter = sl
else
ter = s2
endif
endif
endif
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La combinacién se podria hacer de otras maneras: con una mezcla de seis elementos
hasta obtener los tres mayores, con el método directo del apartado a), ...

g) Para calcular el nimero de comparaciones hay que plantear una ecuacién de re-
currencia. El caso base es n = 1, y no se hacen comparaciones; y en el caso general
c(n) = 2¢ (%) + 3, siendo 3 el nimero de comparaciones que se hacen al combinar.

Haciendo el cambio n = 2% queda ¢; — 2¢;_; = 3, con lo que la ecuacién carcteristica es
(z—2)(z—1) = 0, y la férmula general del niimero de comparaciones es ¢; = a,2"+a,1%,
con lo que ¢(n) = a1n + ag. Para calcular las constantes a; y ay se plantea un sistema
de dos ecuaciones con dos incégnitas imponiendo los casos base 1y 2:

c(l) = 0 = a1+a

c2) = 3 = 20 +a
Resolviéndolo se tiene c(n) = 3n — 3, por lo que c¢(n) € 8(n) y c(n) € o(3n).
h) La ecuacién de recurrencia es en este caso similar a la anterior. El caso base es
n = 1, y se hacen 3 asignaciones; y en el caso general a(n) = 2a (g) + 3, siendo 3
el niimero de asignaciones que se hacen al combinar. La férmula general del nimero
de asignaciones es a(n) = ¢;n + ¢,. Para calcular las constantes ¢; y ¢, se plantea un
sistema de dos ecuaciones con dos incognitas imponiendo los casos base 1y 2:

a(l) = 3 = a+e

a2) = 9 = 2 +c
Resolviéndolo se tiene a(n) = 6n — 3, por lo que a(n) € 8(n) y a(n) € o(6n).

Problema 3.12 Programar por Divide y Venceras, con un esquema, recursivo similar
al visto en clase, la resolucién del problema de encontrar la subsecuencia mas larga
de caracteres iguales en una secuencia de caracteres. Analizar el tiempo de ejecucion.
.Es conveniente resolver este problema por Divide y Venceras o es preferible resolverlo
directamente? (justificar la respuesta).
Solucién:
El esquema recursivo visto en clase es:
divide_venceras(datos:array[1, ... ,n| of tipo;p,q:indices):
m:indice
begin
if pequeiio(p,g)
solucion(datos,p,q)
else
m=dividir(p,q)
divide_venceras(datos,p,m)
divide_venceras(datos,m + 1,q)
combinar(datos,p,m,q)
endif
end
Una primera versién de algoritmo resolviendo nuestro problema segin este esquema,
puede ser:
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e El problema serd suficientemente pequenio cuando sélo tengamos un elemento.

pequefio(p,g):

return p = ¢
La cadena de elementos repetidos mds larga en el caso de tener un elemento estd
formada por ese unico elemento. Para devolver la solucién del problema necesi-
tamos devolver la posicién donde empieza la cadena y el nimero de elementos

que tiene, con lo que las funciones solucion, divide_venceras y combinar tendrdn
dos parametros variables més: inicio:indice, y longitud:integer.

solucion(datos,p,q,inicio,longitud):
MACL0 = P
longitud = 1
Cuando no estamos en el caso base el problema se dividird por la mitad.
dividir(p,q):
ptg

return =

Las llamadas a divide venceras seran:
divide_venceras(datos,p,m,il,l1)
divide_venceras(datos,m + 1,,i2,12)

de manera que con ¢1, [1 y 2, (2, tengamos localizadas las subcadenas méximas
entre las posiciones p y m, y m + 1 y g, respectivamente. Supondremos también
que la primera llamada se ha hecho con:

divide_venceras(datos,1,n,i,l)
La funcién mas complicada es la de combinar, pues la subcadena maxima puede
haber quedado cortada entre las dos subcadenas, y esto hay que comprobarlo.

Ademds, debe recibir las soluciones parciales de las dos subcadenas (i1, I1, 42 y
12) y devolver la solucién global (i, I), que serd lo que devuelva divide_venceras.

combinar(datos,p,m,q,i1,11,i2,12,i,1):
[=0
if datos[m] = datos[m + 1]

/*obtener en i la posicién de inicio de la cadena cortada, y en [ la longitud de la
cadena*/

[=2

1=m
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while i — 1 > p and datosli| = datos[i — 1]
l=1+1
1=1—1

endwhile

j=m+1

while j + 1 < ¢ and datos[j] = datos[j + 1]
l=1+1
j=3+1

endwhile

endif

[*comparar las longitudes de las tres subcadenas maximas: la de las subcadenas
izquierda y derecha y la cadena cortada. Sino hay cadena cortada [ = 0*/

if 11 >1
=1
1=1l

endif

if 12 >1
[=12
1 =12

endif

En el caso mas desfavorable la funcién combinar tendrd un tiempo de orden n
pues tendria que recorrer todo el array para comprobar que la cadena que ha quedado
cortada llega desde el principio hasta el final del subarray que estd tratando (el caso
mas desfavorable sera, por tanto, cuando todos los caracteres de la cadena total sean
iguales). De este modo la ecuacién de recurrencia es:

Hn) = a sin=1
(n) = 2t(%)-|—n sin>1

Y expandiendo la recurrencia tenemos:
n
... = kn + 2% (—)

1=nva () nsa (3o (2) ;

y en el caso base es k = logn, y por tanto t(n) = nlogn + an € O(nlogn).
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Un método directo resuelve el problema con un orden #(n) pues basta con recorrer
la cadena de principio a final llevando una solucién éptima actual y actualizandola cada
vez que se encuentre una subcadena més larga. Por tanto, seria preferible un método
directo.

Pero no podemos concluir que un método directo sea mejor que un divide y vencerds
para, resolver este problema. El orden nlogn en el divide y vencerds nos aparece porque
hacemos trabajo repetido en la funcién de combinacién, pero podemos evitar esta
repeticion de trabajos. Se pueden combinar las funciones pequeno, solucion y dividir
en una sola. Se accedera al elemento central de la cadena y se obtendra la subcadena
mas larga de caracteres iguales que contiene a ese elemento, y si su longitud coincide
con la del subarray que estamos tratando el problema es suficientemente pequefio y la
solucién que hemos encontrado es la solucién de la subcadena que estamos tratando.
Si el problema no es suficientemente pequefio se devuelven los indices inicial y final de
la subcadena méxima encontrada para dividir el problema usando esos indices y no
volver a tratar los elementos de la subcadena maxima encontrada. En todo momento
llevaremos una subcadena maxima actual indicada por unos valores globales g y lg,
de manera que la funcién combinar compare la longitud de las subcadenas méaximas
encontradas con la de la mdxima global actual, y actualizard esta si es necesario. Las
funciones pueden ser:

e pequeno es parte de la funcién combinar anterior:
pequeiio(datos,p,q,i,l):
/*i y I son variables donde se devuelve la cadena més larga*/
=0
m=p+ 5P
if datos|m] = datos[m + 1]
=2
1=m
while i — 1 > p and datosli] = datos[i — 1]
I=1+1
1=1—1
endwhile
j=m+1
while j + 1 < ¢ and datos[j] = datos[j + 1]
I=1+1
j=j+1
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endwhile
endif
/*1a subcadena obtenida se compara con la éptima actual*/
if [ >1lg
lg=1
19 =1
endif

/*si la subcadena es toda de caracteres idénticos estamos en el caso base™/
returnt=pand i+1{—-1=¢q

e No se necesita funcién solucion pues la solucién en el caso base se ha obtenido
en la funcién anterior.

o Con los valores devueltos por la funcién pequetio se divide el problema, por lo
que no se necesita funcién dividir.

o Las llamadas a divide_venceras son:
il=0
11=0
ife>p
divide_venceras(datos,p,i,i1,l1)
endif
12=0
12=0
ifi+l-1<gq
divide_venceras(datos,i + | — 1,4,i2,12)
endif
e La funcién combinar consiste en comparar las subcadenas maximas de los sub-
problemas izquierdo y derecho con la maxima global.

combinar(datos,p,m,q,i1,11,i2,12):

if [1 > g
lg=11
g =1l

endif
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if 12 > g
lg=12
19 =12

endif

Con esta implementacién el orden del algoritmo por divide y vencerds serd 6(n)
pues sélo se trata una vez cada uno de los elementos de datos (lo que se hace en
la funcién pequefio). Pero con el esquema de divide y vencerds se hacen llamadas
recursivas y es necesario utilizar més variables auxiliares y mas trabajo sobre ellas que
en el método directo, por lo que sigue siendo preferible el método directo.

Pero esto tampoco significa que sea preferible un método directo a uno divide y
venceras. El método por divide y venceras se puede mejorar haciendo unas pequenas
modificaciones. Las llamadas a divide_venceras sélo es necesario hacerlas cuando la
longitud de las cadenas a tratar sea mayor que la de la solucién éptima actual:

il=0

1=0

ife>pandi—p+12>1g

divide _venceras(datos,p,i,i1,I1)

endif
i2=0
12=0

ifi+l—-1<qgandg—i—-1+2>Ig
divide_venceras(datos,i + | — 1,¢,i2,12)

endif

De este modo, el orden en el caso mas desfavorable sigue siendo (n), pero es
posible que muchos elementos no tengamos que tratarlos si las subcadenas en que se
encuentran cuando vamos a tratarlos son de longitud menor que la cadena de longitud
maxima, actual. Esto también se puede hacer en el método directo, pero en ese caso
sdlo evitamos tratar algunos elementos del final, mientras que con el divide y vencerds
evitamos tratar elementos de toda la cadena. Qué método es preferible puede depender
de los datos que tengamos, por lo que quizds hay que estudiarlo experimentalmente.

Problema 3.13 Se tiene un algoritmo para ordenar datos en un array ¢ por un método
divide y vencerds dividiendo cada problema en tres subproblemas, segiin un esquema
del tipo:
D_V(a:array de datos;i,j:indices)
ifi <y
ml=(j—1i) div3+i
m2=((j —i) div 3) x2+1
D_V(a,i,ml)
D_V(a,ml + 1,m2)
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D_V(a,m2 +1,j)
combinar(a,i,m1,m2,j)

endif
donde los indices ¢ y j indican la zona del array a donde se trabaja en cada llamada.

Programar la funcién ”combinar”, estudiar el tiempo de ejecucién de este método
de ordenacién y compararlo con el de la ordenacién por mezcla normal donde se divide
cada problema en dos subproblemas.

Solucién:

Como vamos a tener que comparar el tiempo de ejecucion del algoritmo que imple-
mentemos con el de ordenacién por mezcla normal en el que cada problema se divide
en dos subproblemas, empezamos recordando el tiempo de ejecucién de la ordenacién
por mezcla. La recurrencia es:

a si n=1
t(n):{%(%)-l—f(n) si n>1

donde f(n) representa el tiempo de dividir el problema en subproblemas y de combinar
los resultados de los subproblemas. El coste de la mezcla sabemos que es lineal, por lo
que f(n) = bn+c, tanto en el caso mds favorable como en el més desfavorable. Distintas
implementaciones dan lugar a distintos valores de b y ¢. Dado que el valor de ¢ no
influye en el orden del algoritmo consideraremos f(n) = bn. En este caso, la ecuacién
de recurrencia queda, suponiendo n = 2%, como t;, = 2t + b2%, v £ = ¢12F + k2",
y t(n) = e1n + conlogs n. Planteando el sistema:

t(l) = ¢ = ¢
t(2) = 2a+20 = 2¢ +2c

obtenemos ¢; = a 'y c; = b, y t(n) € o(bnlogyn), condicionado a que n sea potencia de
dos, pero sabemos que para la ordenacién por mezcla esa restriccion se puede quitar.

Del mismo modo estudiamos el método de ordenacién que se nos propone dividien-
do cada problema en tres subproblemas. La recurrencia es:

a st n=1

t(n):{?)t(%)-l—f(n) si n>1

donde f(n) representa el tiempo de dividir el problema en subproblemas y de combinar
los resultados de los subproblemas. La combinacién en este caso se puede hacer de
distintas maneras, y en el problema se nos dice que programemos una de ellas. Se
puede hacer una combinacién de coste lineal ya que, por ejemplo, se podrian mezclar
los dos primeros trozos, con un orden lineal en funcién del numero de datos a mezclar,
que es 2?", y una segunda mezcla del primer trozo de 2?" datos ordenados con los
ultimos § datos también ordenados. El coste de la combinacién serd lineal, por lo que
f(n) = bn + ¢, tanto en el caso més favorable como en el mis desfavorable. Distintas
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implementaciones dan lugar a distintos valores de b y ¢. Dado que el valor de ¢ no
influye en el orden del algoritmo consideraremos f(n) = bn. En este caso, la ecuacién
de recurrencia queda, suponiendo n = 3%, como t, = 3t;_; + b3F, y t;, = c13F + cok3F,
y t(n) = c1n + canlogs n. Planteando el sistema:

() = a = ¢
t(?)) = 3a-|—2b = 301-|-3CQ

obtenemos ¢; =a 'y c; = b, y t(n) € o (bnlogsn), condicionado a que n sea potencia de
tres. La restriccién se puede quitar al igual que en la ordenacién por mezcla normal
pues nlogsn es creciente en los positivos y es 3-armdnica. Y ¢ es creciente, lo que se
demuestra por induccién pues ¢(2) = 2¢(1) +b2 > ¢(1) = a, y si es creciente hasta n se
puede demostrar que t(n+1) > #(n) pues el problema de tamafio 1 + 1 se resuelve con
llamadas a tres subproblemas, dos de ellos del mismo tamano que los tamanos resuelto
para n y otro de tamano un dato mds.

Para poder comparar la ordenacién por mezcla normal y la del presente problema,
hay que determinar el valor de la constante b en cada caso. Para la ordenaciéon por
mezcla se puede considerar que se utiliza un array auxuliar para la mezcla o que no
se utiliza dicho array, con lo que se evita la copia final del array auxiliar al original.
Consideraremos la versién en que no se utiliza array auxiliar. En este caso el nimero
de asignaciones en una mezcla de n elementos es n, y el nimero de comparaciones est,
entre 5 y n— 1, dado que normalmente estaremos mas cerca del caso mds desfavorable
que del mds favorable, consideraremos una buena aproximacién al coste de la mezcla
como f(n) = (a + ¢)n, siendo a el coste de una asignacién y c el de una comparacion.
Por tanto el tiempo de ejecucién aproximado es (a + c)nlogs n.

Si la combinacién que se nos propone la hacemos realizando una mezcla normal
del primer tercio de los n datos con el segundo tercio, con coste aproximado “+c)n,
dejando los datos en un array auxiliar, y después se mezclan los 2” del array aux1l1ar
con los del tercer tercio del array original dejando el resultado en el array original, el

coste de esta segunda mezcla es aproximadamente (a + ¢)n, con lo que €l coste total
(a+6)

de la combinacién es apr0x1madamente S=n, y el tiempo de ejecucién aproximado

del algoritmo de ordenacién es 3 5@t nlogs .

El método de ordenacion por mezcla dividiendo en tres subproblemas seria mejor
que el método normal si “+C 22%nlogs n < (a4 ¢)nlogs 1, lo que ocurre si blogs 2 < 3, lo
que no es verdad, por lo que el método normal de ordenacién por mezcla es mejor que
el método dividiendo en tres subproblemas con la combinacién propuesta.

Podemos hacer la combinacién de otra manera con un esquema similar al de la
mezcla de dos subarrays ordenados. Utilizaremos tres indices ¢, j y k para indicar
por dénde vamos comparando en los tres subarrays, y un indice [ para indicar dénde
vamos escribiendo en un array auxiliar. Consideraremos que no es necesario copiar del
array auxiliar al original, tal como estamos suponiendo en la ordenacién por mezcla
normal. Para que esto sea asi habria que modificar el esquema que se nos da, igual que
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se modifica el esquema de la ordenacién por mezcla normal para evitar la copia.
combinar(a,:1,i2,i3,i4):

i=il
j=i2+1
k=i3+1
[=i4l

while + <2 and j <43 and k <4
if afi] < a[j]
if af] < alk]
b[l] = ali]
=141
else
b[l] = alk]
k=k+1
else
if afj] < alk]
o[i] = al]
J=7+1
else
bll] = alk]
k=k+1
endif
I=1+1
endwhile
if 1 > 142
mezclar(a,j,i3,k,i4,b,l)
elsif § > 3
mezclar(a,i,i2,k,i4,b,0)
else
mezclar(a,i,i2,5,13,b,0)
endif
donde lo que se hace es obtener el menor de tres datos, uno de cada subarray, haciendo
dos comparaciones, mientras en ninguno de los subarrays se ha llegado al final. Cuando
en uno de los subarrays se ha llegado al final se trabaja con los datos restantes de los
dos subarrays con los que no se ha acabado y se hace una mezcla normal de a sobre el
array auxiliar que estamos suponiendo.
El cédigo de la mezcla seria:
mezclar(a,il, f1,12,£2,b,ib):
while i1 < f1 and i2 < f2
if afil] < afi2]
blib] = a[il]
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l=11+1
else
blib] = a[i2]
i2=12+1
endif
th=1b+1
endwhile
if i1 > f1
for 1 =142 to f2
blib] = ali]
h=1b+1
endfor
else
for 1 =11 to f1
blib] = ali]
h=1+1
endfor
endif

Para estudiar el coste hay que tener en cuenta que siempre se copian n datos, y
que si la copia se hace obteniendo el menor de tres elementos este menor se obtiene con
dos comparaciones, si se hace obteniendo el menor de dos con una comparacion, y si se
hace compiando el final de un array cuando ya se han acabado los otros dos se hace sin
comparaciones. En el caso més desfavorable cada elemento (menos los dos 1ltimos, lo
que no influye en el orden) se copia realizando dos comparaciones. Por tanto, podemos
considerar como aproximacién del coste de la combinacién (a + 2¢)n, y el coste de la
ordenacién es aproximadamente (a + 2¢)nlogs n.

La ordenacién dividiendo en tres subproblemas serd mejor que la normal dividien-
do en dos si (a + 2¢)nlogs n < (a + c)nlogs n (s6lo comparamos operaciones sobre
elementos del array a ordenar), lo que ocurre cuando (a + 2c)logs 2 < a+c, que ocurre
aproximadamente cuando el coste de una asignacion es mayor que 0.7 veces el coste de
una comparacion.

Problema 3.14 Consideramos el problema de obtener de n numeros los {; menores
ordenados.
a) Hacer un programa segiin el esquema divide y vencerds para resolver el problema.
b) Estudiar el coste de dicho programa.
c) Estudiar el coste si en vez de obtener los {5 menores ordenados lo que se pretende
es obtener los 100 menores ordenados.

Solucién:
a) La idea puede consistir en hacer una ordenacién por mezcla tomando como casos
base los menores o iguales que 75 y quedandonos en las mezclas con los {f primeros.
Suponemos que los datos estdn en un array global a y que la dimensién del array (n)
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también es un dato global.
ordenar_primeros(izq,der:indices):
si der —12q < {;
quicksort(izg,der)
en otro caso
ordenar_primeros(izq,m)
ordenar_primeros(m + 1,der)
mezclar_primeros(izg,m + 1,der, ;)
finsi
Vemos que en el caso base utilizamos el método quicksort pues es el mas rédpido
en promedio. Si no estamos en el caso base dividimos el array en dos de igual tamafio
y hacemos llamadas recursivas. La tunica diferencia con la ordenacién por mezcla
normal estard a la hora de realizar la mezcla, donde nos quedaremos siempre con un
numero de datos menor o igual a {f, lo que viene indicado por el cuarto pardmetro.
mezcla_primeros podria ser:
mezcla_primeros(izg,cen,der,tot):
1=12q
j=cen
k=1
mientras ¢ < ceny j < dery k < tot
si ali] < alj]
blk] = ali]
1+ +
en otro caso
bk) = ]
Jt++
finsi
k++
finmientras
si k < tot
si1 < cen
mientras ¢ < cen y k < tot
blk] = ali]
k++
1+ +
finmientras
en otro caso
mientras j < der y k < tot
b[k] = alj]
k++
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j++
finmientras
finsi
finsi
1=12q
k=1
mientras k < fot y ¢ < der
ali] = b[k]
1+ +
k++
finmientras
Observamos que se utiliza un array auxiliar b, lo que se podria evitar si quere-
mos reducir el tiempo de ejecucién; se va copiando el menor de los elementos que se
comparan en el array b, pero sélo hasta completar la totalidad de los elementos que
queremos obtener ordenados (en este caso 7j); y finalmente se copian esos elementos
de b en la posicidn correspondiente de a.
b) El tiempo de ejecucién se obtiene segin la férmula t(n) = 2t (%) + {5, ya que en
las mezclas se toman siempre los {4 menores datos (si tuvieramos menos se tomarfan
n

menos, pero como el caso base es & siempre vamos a tener esa cantidad de datos).

Expandiendo la recurrencia tendremos #(n) = 2%t (2%) + (2’C — 1), y como el caso

n

base es cuando 55 = {5, tenemos k = log 10, y el tiempo sera nlogn — nlog10 + lg—on
¢) En el caso de querer obtener los 100 menores ordenados el esquema serfa similar,
pero el caso base tendria tamano 100 y el valor del parametro fot en la llamada a
las mezclas serfa 100. La ecuacién quedaria t(n) = 2¢ (%) + 100, y el caso base seria
o = 100, con lo que k = logn — log100, y el tiempo expandiendo la recurrencia

queda t(n) = 2% (2%) + 100 (2’c — 1) y sustituyendo el caso base ¢(n) = {%:¢(100) +

100 (ﬁ - 1) = nlog 100+n—99, que es un tiempo lineal, a diferencia del caso anterior,

donde era del orden O(nlogn).

Problema 3.15 a) Consideramos la ordenacién por mezcla recursiva con datos en un
array a donde en las llamadas a la mezcla se utiliza un array auxiliar b al que se asigna
memoria en cada llamada y que se libera al salir de la mezcla:

mezcla(tipo a,int izgint med,int der)

tipo *b

b=(tipo *) malloc(sizeof(tipo)*DATOS)

free(b)
Estudiar la ocupacién de memoria de la ordenacién por mezcla en el caso en que el
nimero de DATOS que se reserva cada vez sea n y en el caso en que sea el nimero de
datos que se estdn mezclando (DATOS=der-izg+1).
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b) Calcular 6 del nimero promedio de comparaciones que se hacen en la ordenacién
por mezcla dentro de la funcién de mezcla.
Solucion:
a) El esquema de la ordenacién por mezcla es:
mergesort(a,izq,der):
if caso_base(izq,der)
ordenar_directo(a,izq,der)

else
__ izq+der

mergesort(a,izq,m)

mergesort(a,m + 1,der)

mezcla(a,izg,m,der)
endif

Supondremos que el array a donde estdn los datos a ordenar contiene n elementos
y que en las llamadas recursivas lo que se pasa es la direccién de memoria de @ (tal
como se hace en C), con lo que la ocupacién de cada llamada recursiva es constante
correspondiente a los indices izq, der, a la direccién de a y a la variable local m. Como
el numero maximo de llamadas recursivas ejecutdndose al mismo tiempo es log, n si el
caso base es de un elemento, la ocupacién de memoria por las llamadas recursivas a,
mergesort es como mucho klog,n, con k la constante correspondiente a la ocupacién
de m, izq, der y la direccién de a.

En el caso en que en la mezcla la cantidad de memoria que se reserva para b sea,
siempre n, cuando se llega al caso base y se vuelve de la llamada recursiva a ese caso
se tendrd una ocupacion de 2n + k log, n — k, por la ocupacién de a, b y los pardmetros
de la recursién. Este es el momento de maxima ocupacién de memoria porque a partir
de ese punto se libera la memoria de b, que se puede volver a usar en otra llamada a
la mezcla, y se sube un nivel en la recursién. El orden de la ocupacién de memoria es
por tanto o(2n).

En el caso de reservar para b la memoria necesaria para trabajar con los elementos
que se estdn mezclando (der — izq + 1), en la llamada més profunda de la recursién
en la que se hace la mezcla (mezclar dos datos si el caso base es uno) la ocupacién es
n+klog,n—k+2, de a, los pardmetros y variables locales y 2 de los dos datos de b, al
mezclar 4 datos es 1 + log, n — 2k + 4 pues se reserva espacio para parametros de una
llamada menos pero se mezclan el doble de datos; y en general, cuando se mezclan 2™
datos la memoria es n + klogy, n — mk 4+ 2™. La mayor ocupacién la tendremos cuando
2™ = n, que es cuando se realiza la ultima mezcla para tener los datos ordenados. El
coste de la ocupacién de memoria es en este caso también o(2n), pero es menor que el
coste anterior en términos de orden log, n.

b) Contaremos el nimero de comparaciones de elementos del array, no de indices.
La ecuacidn de recurrencia es:
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c(n)z{l st n=2

2c(%)-|—cm+b st n>2

donde a y b son % y 0, respectivamente, en el caso mas favorable, que es cuando todos
los elementos de una de las dos partes a mezclar son menores que todos los de la otra;
y en el caso més desfavorable, que es cuando los dos 1ltimos elementos de las dos zonas
a mezclar son los dos tltimos una vez mezclados, son 2 y -1, respectivamente.

La ecuacién es idéntica a la de la ordenacién por mezcla, por lo que el orden serd
f(nlogn). No vamos a hacer el cdlculo pues es repetir el de la ordenacién por mezcla
con los valores que aparecen en este caso.

Problema 3.16 a) Dar un algoritmo para multiplicar una matriz triangular superior
por una completa (considerar matrices cuadradas), y estudiar su tiempo de ejecucién.
b) Comentar c6mo se implementarfa con un método divide y vencerds similar al
de Strassen la multiplicacién de una matriz triangular por una cuadrada. Habrd que
indicar qué funciones seria necesario implementar y qué habria que hacer para ahorrar
memoria en las llamadas recursivas. Estudiar también el tiempo de ejecucién.

Solucion:
a) La multiplicacién directa de matrices tiene la forma:
fori=1ton
forj=1ton
s=0
fork=1ton
s =s+ali, k] * bk, ]
endfor
cli,jl = s
endfor
endfor

En el caso de multiplicar una matriz triangular superior por una completa tenemos que
desde k£ = 1 hasta ¢ — 1 los valores de la primera matriz son ceros, por lo que no hay
que realizar las operaciones y la multiplicacién queda:

fori=1ton
forj=1ton
s=0

fork=iton
s =s+ali, k] * bk, ]
endfor
cli,jl = s
endfor
endfor
Para estudiar el tiempo de ejecucién contaremos las operaciones en coma flotante
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que se realizan (las sumas y multiplicaciones de elementos de las matrices), con lo que
se obtiene Y0, Y0 Yh_;2 =n® + 7%

b) Habrd que ver cémo quedan las férmulas de la multiplicacién de Strassen. Ay
es la matriz nula, y Ay; y Age son matrices triangulares superiores que llamaremos 77,
y Tye. Las férmulas para calcular P, @, R, S, T, U y V son:

= (Tw + Toe) (B11 + Ba)
= 1By,

= Ti1 (Biz — Ba)

Ty (Ba1 — Bu)

= (Th1 + Ajg) By

= —T1 (B + Bya)

= (Aip — Ty) (By + By)

Para calcular las submatrices de C se utilizan las mismas férmulas pues todas las
matrices que intervienen son completas.

Habra que implementar la suma y resta de matrices completas, pero también la
suma de matrices triangulares o de una triangular y una completa, y habra que hacer
llamadas recursivas a la funcién que multiplica matrices triangulares superiores por
completas (cdlculo de P, Q, R, Sy U) e implementar un método eficiente para multi-
plicar matrices completas (por ejemplo el método de Strassen para obtener T'y V).

La matriz para la que se necesita mas memoria en las llamadas recursivas es V pues
es la Unica en la que las multiplicaciones son de matrices completas y antes hay que
haces sumas o restas de matrices que hay que almacenar en alguna zona de memoria.
Se necesitaria ?’Z—z para V' y las dos matrices temporales, pero como V sélo se utiliza
en Cyy, se puede calcular la primera y almacenar en C; directamente. De este modo
las necesidades de memoria son %

La otra matriz que se obtiene multiplicando matrices completas es T, pero sélo
se necesita una matriz temporal, por lo que se pueden usar las zonas de las matrices
temporales de V.

De las otras matrices la finica que necesita dos temporales es P, que se puede
calcular después de V' y T y almacenar directamente en Cyy, y sumarla a Cyq, con lo
que también es suficiente con las zonas usadas en el calculo de V.

Como en el resto de las matrices sélo es necesaria una matriz temporal, las dos
matrices temporales de dimensién 3 X 7 reservadas en el cdlculo de V' son suficientes.

Para obtenes el tiempo de ejecucién hay que tener en cuenta que para resolver
un problema de dimensién n se resuelven 5 del mismo tipo de dimensién la mitad,
se hacen 2 multiplicaciones de matrices completas de dimensién la mitad, se hacen 5
sumas o restas de matrices completas, y 3 sumas o restas de matrices donde al menos
una de las matrices es triangular. La ecuacién de recurrencia teniendo en cuenta sélo

i 2.81 5 )
las operaciones de mayor orden queda t(n) = 5t (%) +2a (%) +5% 4 3%, donde a

TSN ION
Il
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representa la constante que aparece en la multiplicacién de Strassen en el término de
mayor orden.

La ecuacién caracteristica queda (z — 5)(z — 7)(z — 4) = 0, con lo que el tiempo
queda £(n) = t, = ¢15% + coT* + c34F, y para obtener las constantes habré que plantear
un sistema con %y, ¢ y fa. El valor de co que se obtiene es 3, con lo que esta manera
de hacer la multiplicacién serd el doble de rapida (sin contar los términos de menor
orden) que si se hace con el método de Strassen.



Capitulo 4
ALGORITMOS VORACES

4.1 Meétodo general

Los algoritmos voraces o de avance rapido (greedy en inglés) se utilizan normal-
mente para obtener soluciones iniciales aproximadas en problemas de optimizacion,
realizandose después una bisqueda local para obtener una solucién 6ptima. Pero en
algunos casos los métodos voraces pueden dar lugar a soluciones 6ptimas. Se trata por
tanto de obtener una solucién que debe cumplir unas ciertas condiciones dadas por
ecuaciones y minimizar o maximizar una funciéon de coste. Una solucién se obtiene
tomando de entre una serie de entradas unas determinadas en un orden determinado,
y esto se hace en varios pasos, decidiendo en cada uno de los pasos la inclusion en la
solucién de una entrada, teniendo en cuenta que esta inclusién no debe hacer que la
nueva solucién parcial lleve a transgredir las condiciones que debe cumplir una solucion,
que la seleccidn del elemento a incluir se realizard por medio de una funcién de seleccién
que se intentara que asegure el acercamiento a soluciones 6ptimas, y que no se desanda
el camino andado (de ahi el nombre de avance répido).
Un esquema general seria:

Algoritmo 4.1 Esquema general de la técnice de avance rapido
PROCEDURE voraz(a:ARRAY|1..n] OF tipo)
VAR

s:indice

z:tipo

BEGIN

FORi=1TOm
z=seleccion(a)
IF posible(solucion,z)

anadir(z,solucion)

ENDIF

ENDFOR

111
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ENDvoraz
donde

e solucion es el array global donde almacenamos las soluciones parciales que vamos
obteniendo y al final tendremos la solucién total,

e se realizan un nimero fijo de pasos que en el algoritmo aparece como m, aunque
no es necesario que se realicen todos los pasos, sino que es posible que antes de
llegar a realizarse todos se cumpla alguna condiciéon que nos permita acabar la
gjecucion,

o seleccion selecciona la siguiente entrada candidata a entrar en la solucidn,

e posible comprueba que el anadir la entrada seleccionada a la solucién actual nos
sigue dando lugar a una solucién posible,

e gnadir anade la nueva entrada seleccionada a la solucién actual.

4.1.1 Devolucion de monedas

Un ejemplo tipico de resolucién de un problema por una técnica voraz es el de devo-
lucién de una cierta cantidad con un niimero minimo de monedas. Tenemos monedas
de unas cantidades determinadas ¢, co, ... y queremos devolver una cantidad C de
manera que el nimero de monedas devueltas sea minimo. En este caso la restriccidén
viene dada por )i ; ni¢; = C'y la funcién de costo que hay que minimizar es )7, n;,
siendo 7n; el nimero de monedas de valor ¢; que se devuelven. La funcién de seleccion
consistira en tomar la moneda de mayor valor de las que no se han gastado todavia,
la inclusion serd posible si la suma de las monedas que tenemos hasta ese momento no
excede a C.

Este método no lleva siempre a soluciones dptimas, como se ve tomando unas
cantidades ilimitadas de monedas de valor 25, 12 y 1 pesetas, y C' = 36. Se daria una
moneda de 25 y once de 1 peseta, mientras que la solucién éptima es dar 3 monedas
de 12 pesetas.

Tampoco se puede asegurar que el problema tenga solucién, por ejemplo si tenemos
monedas de cantidad 25 y 5y C = 36.

4.1.2 Paseo del caballo

Otro ejemplo es el algoritmo de Warnsdorff para resolver el problema de recorrer to-
das las casillas de un tablero de ajedrez sin pasar dos veces por una misma casilla y
utilizando un caballo.
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La solucién viene dada en este caso por un conjunto ordenado de pares que indican
las sucesivas posiciones por las que pasa el caballo en su paseo. El algoritmo utiliza
como funcién de seleccién la que consiste en tomar como siguiente posicién una de las
casillas a las que puede acceder el caballo desde su posicién actual y que es accesible
desde menos casillas todavia no recorridas. Se puede ver que dependiendo del tamaifio
del tablero el algoritmo nos lleva a una solucién dptima o no encuentra solucién, como
se ve en la figura:

11209 |14 3
10115 2 (19|24 ! 9 g 10
211 8 1234 |13 TR
16 |11 | 6 |25 |18 o1 3
712211712 5

donde el nimero de las casillas determina el orden en que se recorren.

4.2 Problema de la mochila

4.2.1 Planteamiento

Tenemos n objetos y una mochila. La mochila tiene capacidad M (admite un peso
M) y cada objeto i tiene un peso w; y un beneficio asociado p; que se obtendrd si
se mete ese objeto en la mochila. Si suponemos que los objetos se pueden partir y
que la porcién que se mete de un objeto en la mochila es x; con 0 < z; < 1, resolver
el problema consistird en maximizar ) ;" | piz;, sujeto a >ir  wiz; < M, 0 < z2; <1
(ademds p; y w; deben ser positivos). Una solucién serd una ordenacién de z; que
satisfaga las restricciones, y serd éptima si maximiza el beneficio.

Un primer algoritmo voraz puede consistir en ordenar los objetos en orden decre-
ciente de beneficio e ir metiendo en la mochila objetos mientras nos quepan enteros, y
cuando no quepa uno entero anadir la porcién que quepa del siguiente objeto.

Vemos que no seguimos exactamente el esquema propuesto, sino que se realiza un
preproceso (la ordenacién) antes de aplicar un esquema similar al propuesto.

Ejemplo 4.1 Con este ejemplo veremos que el método anterior no nos asegura que
lleguemos a una solucién éptima.

Consideramos n =3, M = 20, p = (25,24,15) y w = (18,15, 10).

Con el método anterior la solucion sera (1, %, 0) que tiene beneficio 25-|—2% =28.2.

Esta solucién no es éptima pues la solucién (15—8, 1, 0) tiene beneficio 24 4 255 = 30.9.

De lo anterior no se puede deducir que no se pueda resolver de manera éptima el
problema de la mochila por avance rapido, sino simplemente que quizds no hemos dado
con una funcién de selecciéon apropiada.
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4.2.2 Solucién 6ptima

Con el siguiente teorema se obtiene un método de avance rapido con el que se encuentra
una solucién 6ptima.
Teorema 4.1 St se ordenan los objetos con 5]—11 > 5)—22 > ... y se meten en la mochila
enteros en este orden mientras quepan y cuando no quede capacidad para uno entero
se mete la fraccidn correspondiente, la solucion es dptima.

Demostracion:

Sea X = (z1,%y,...,Z,) una solucién obtenida de esta manera. Si todos los z; = 1
la solucién es éptima, por lo que supondremos que no son todos 1.

Sea j el menor tal que z; # 1.

Suponemos una solucién Y = (y1,4s, ..., ¥s), ¥ k €l menor tal que y;, # zy.

Se pueden presentar tres casos:

L] k<j=>:vk=1=>yk<ka,
o k=j= (como z; =y; con i < k) es y < zx pues sino tendrfamos Y} wyy; > M,
o k> =Ywy > Y wz; =M, lo que no es posible,

por tanto, tendremos que k < j y yr < Z-

Podemos obtener otra solucién incrementando y, hasta z, y decrementando
Yka1,--+,Un Dara no exceder la capacidad de la mochila. Llamamos a esta nueva
solucién Z = (21, 2s,-..,%), siendo la cantidad de peso que afiadimos igual a la que
quitamos, por lo que:

(2 — yp) wi = _Z (4 — 2) ws (4.1)

y ademaés

n n
Zpizi = Zpiyi + (2 — yk) i — Z (yi—2z)pi =
=1 =1

i=k+1
n w T W
Yoot (e -y pe—— Y (- w)pi— > (4.2)
=1 ko i=kt1 w;

n

n n
Dk
Zpiyi + | (2 — yi) wi — Z (i —z)w; | — = sz‘yz

i=1 i=k+1 We =1
en cuyo caso hemos obtenido Z con beneficio mayor o igual que el de Y que tiene los

valores iguales a los de X hasta la posicién k. En un niimero finito de pasos llegariamos
a la solucién X.
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Ejemplo 4.2 Aplicando al ejemplo 4.1 el método dado en el teorema 4.1 se ordenan
los objetos de la forma p = (24,15,25), w = (15,10,18), y la solucién ptima es

z=(1,3,0), con beneficio 24 + 15} = 31.5.

19

4.2.3 Algoritmo

Obtener un algoritmo una vez ordenados los objetos de acuerdo con el teorema 4.1 es
bien sencillo:

Algoritmo 4.2
PROCEDURE MochilaVoraz(p, w,z:ARRAY([L..n]| OF REAL;M:REAL)
VAR
#INTEGER
resto:REAL
BEGIN
FORi=1TOn
z[1] =0
ENDFOR
resto =M
i =1 (*indica el elemento que introducimos*)
WHILE wli] < resto AND i <n
z[i] =1
resto = resto — wli
i=i+1
ENDWHILE
IFi<n
z[i] =
ENDIF
ENDMochilaVoraz

resto
wli]

El tiempo de ejecucién depende (si no contamos la parte de inicializacién a cero del
vector de soluciones y de ordenacién de los objetos) del nimero de veces que se ejecute
el WHILE y este nimero serd cero en el mejor de los casos (cuando no podemos meter
ninglin elemento en la mochila) y n en el peor (cuando podemos meterlos todos).

En este caso los términos " mejor” y " peor” no son muy apropiados pues no podemos
considerar lo "mejor” no poder meter ningiin elemento en la mochila y por tanto tener
beneficio cero.
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4.3 Secuenciamiento de trabajos a plazos

4.3.1 Planteamiento

Tenemos n trabajos cuya ejecucion lleva una unidad de tiempo y que tienen que ser
ejecutados en una misma maquina sin poder ésta ser compartida. Cada trabajo i tiene
asociado un plazo d; y un beneficio p; de manera que si la ejecucién del trabajo ¢ se
empieza, antes del plazo d; se tiene un beneficio p;. Una solucién serd una ordenacién
de los trabajos iniciados dentro de sus plazos, y de entre todas las posibles soluciones
tratamos de encontrar la que maximice Y ;c; p;, siendo I el conjunto de los trabajos
que empiezan a ejecutarse dentro de sus plazos.

Una posible manera de resolver el problema seria tomar todas las posibles solu-
ciones (para lo que habria que generar las n! posibles ordenaciones de los trabajos y
ver las que corresponden a soluciones), calcular los beneficios asociados y obtener la de
mayor beneficio.

Ejemplo 4.3 Vemos cémo trabaja este método con los siguientes valores: n = 4,
p=(100,10,15,27) y d = (2,1,2,1).

Habria que generar n! = 24 posibles soluciones, pero como el mayor plazo es 2 es
suficiente con tomar permutaciones de los cuatro trabajos de dos en dos, con lo que
habré que generar 12 pares, comprobar los que son solucién, obtener su beneficio y
quedarse con el de mayor beneficio:

par solucién beneficio

1,2 no
1,3 si 115
1,4 no
2,1 si 110
2,3 si 25
2,4 no
3,1 si 115
3,2 no
3,4 no
41 si 127
4,2 no
43 si 42

en donde se ve que la solucién éptima es la que corresponde a la ordenacién 4,1.

El método descrito es obviamente muy malo pues tiene un coste 8 (n!).
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4.3.2 Solucién 6ptima

Se puede utilizar un método voraz consistente en afiadir en cada paso el trabajo de
mayor p; de modo que el conjunto sea realizable, donde que un conjunto sea realizable
significa que existe alguna ordenacién del conjunto con la que los trabajos se pueden
ejecutar dentro de sus plazos. Este método voraz da lugar a una solucién éptima, y
para demostrar esto utilizaremos un lema previo.

Lema 4.1 Si J es un conjunto de k tareas y 0 = (51, 59,...,5k) €S una permutacion
de J tal que d;, <d,, < ... < ds,, entonces J es realizable & o lo es.
Demostracion:

La implicacién = se cumple por la definicién de que un conjunto sea realizable.

Veremos la implicacion en el otro sentido.

J es realizable si 3p = (rq,...,7) con d,, > i Vi =1,2,..., k. Veremos que se
puede modificar p hasta llegar a ¢ en un nimero finito de pasos de manera que la
ordenacién que obtenemos en cada paso corresponde a una solucion.

Sea a el indice mds pequeno con s, # 7.

Si r, estd antes que s, en o, seria r, = s, con b < @, y a no seria el menor tal que
8q # T, Por tanto, r, estd tras s, en o y d,, > d,, =d,,, y se pueden intercambiar r,
y 7y en p obtniendo una nueva solucidn.

Intercambiando 7, y 3, se obtiene una nueva ordenacién correspondiente a una,
solucién siendo esta solucién y ¢ iguales al menos hasta la posicién a.

Repitiendo el proceso llegamos en un nimero finito de pasos a que ¢ es realizable.

Teorema 4.2 FEl método voraz consistente en incluir en cada paso el trabajo con mayor
p; de modo que la solucion parcial obtenida sea realizable lleva a una solucion optima.

Demostracién:

Suponemos que el método da lugar a un conjunto I con una realizacién Sy, y que
J es una solucién 6ptima con realizacién S;.

Tal como se hacia en el lema 4.1 se pueden hacer transformaciones en Sy y S; de
manera que los trabajos comunes estén en el mismo sitio.

Si en una posicién de I tenemos un trabajo a y en la correspondiente posicién de
J no tenemos nada se podria poner ¢ en J y este no seria éptimo.

Si en una posicién de J se ejecuta a no es posible que la correspondiente posicién
de I esté vacia.

Si tenemos en una misma posicion de I y J distintos a y b, a € I y b € J pueden
OCUITIT varios casos:

e si p, > py se podria mejorar J,

® sip, < py el algoritmo habria tomado b y no a,
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e por tanto, es p, = py.

y como en cada posicién los beneficios son iguales I es también 6ptima.

4.3.3 Algoritmo

Basdndonos en las observaciones anteriores podemos disenar un algoritmo voraz éptimo.

Algoritmo 4.3
PROCEDURE trabajos(d:ARRAY[1..n] OF REAL;VAR s:ARRAY0..n] OF 0..n)
(*En d tendremos los plazos asociados a los trabajos, los trabajos estardn ordenados
de mayor a menor beneficio, y la solucién la almacenaremos en s indicando el nimero
de trabajo que se ejecuta™)
VAR
k:l.n
I,r,i:INTEGER
BEGIN
d0]=0
s[0] =0
(*d[0] y s[0] actdan de centinelas™)
k=1
s[l]=1
(*incluye el primer trabajo*)
FORi=2TOn
r=k
(*F indica la cantidad de trabajos incluidos, y r tendrd la posicién donde se ejecuta
el nuevo trabajo*)
WHILE d[s[r]| > d[i] AND d[s[r]] #
r=r—1
ENDWHILE
(*se busca mantener la solucién ordenada crecientemente por d. Esto se consigue
moviendo a la derecha los trabajos siempre que queden dentro de su plazo*)
IF d[s[r]] < d[s] AND d[i] > r
(*si estdn en orden y se puede incluir el trabajo i*)
FOR [ =k DOWNTO r+1
s[l+1] = s]l]
ENDFOR
sfr+1]=1
(*ha puesto ¢ en su lugar de ejecucién®)
k=k+1
ENDIF
ENDFOR
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ENDtrabajos

Para el cdlculo del tiempo hay que tener en cuenta que suponemos que los trabajos
estan ordenados por el beneficio.

El caso més favorable (en cuanto a tiempo de ejecucién) serd que sélo se pueda
ejecutar el primer trabajo, pues en este caso el cuerpo del WHILE y del IF no se ejecuta,
nunca, con lo que tendriamos un tiempo a + Y1 o b= a4 b(n — 1), y serfa Q(n).

El caso mds favorable suponiendo que se pueden ejecutar todos los trabajos lo
tenemos cuando estén en orden de ejecucién, pues en este caso tampoco se ejecuta el
cuerpo del WHILE ni del IF y tendriamos Q(n).

El caso mas desfavorable corresponde a que se ejecuten todos los trabajos lo mas
alejados posible de su posicidn inicial, pues en este caso el cuerpo del WHILE se ejecuta
1 — 1 veces y el FOR interno al IF se ejecuta con indices de : — 1 a 1, con lo que el
tiempo de ejecucién sera:

(b-l—z—l-l—zg:lc)

j=1
n(n — 1)
2

z:2

Y (b4 e+ i- 1)) = atbn—1) +(c+1)

=2

(4.3)

por lo que el algoritmo tiene un orden O (n?).

En realidad, el estudio suponiendo que se ejecutan todos los trabajos se reduce al
estudio de una ordenacién secuencial, por lo que el calculo del tiempo promedio con
dicha suposicién nos darfa un orden O (n?). Para demostrar esto, vemos que el trabajo
t habra que ponerlo en un lugar j con j entre 1 e ¢ con probabilidad %, y el poner el
trabajo 7 en el lugar j conlleva un coste 7 — 7, por lo que el tiempo promedio es:

i(lZ )iiz—l iiglz(";”?ee(#) (4.4)

i—2 \!j=1 =2 i=2

donde no hemos considerado las constantes por cuestién de claridad.

4.4 Heuristicas voraces

Hemos visto dos ejemplos en que un método de avance rdpido lleva a una solucién
dptima, pero hay problemas con los que se puede usar esta técnica para obtener una,
solucién no Gptima intentando que esté préxima a una Optima para encontrar ésta,
utilizando una bisqueda local en el espacio de las soluciones. De esta manera se
reduce el espacio de busqueda de soluciones utilizando previamente un método voraz
cuyo tiempo de ejecucion serd lineal pues se ejecuta un niimero n de pasos. La funcién
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de seleccién en estos casos se determina de modo heuristico, lo que quiere decir que nos
basamos en el conocimiento (muchas veces intuitivo y no formalizado) que tengamos
del problema para considerar que una funcién nos puede acercar méas que otra a una
solucién Gptima.

4.4.1 Problema del viajante

Vemos el problema del viajante, donde tenemos n ciudades con carreteras que las unen
dos a dos y por las que se puede circular en las dos direcciones, y el viajante quiere
realizar un recorrido por las n ciudades partiendo y finalizando en una de ellas que
llamaremos 1, sin pasar dos veces por una misma ciudad y minimizando el nimero de
kilémetros a recorrer.

Ejemplo 4.4 Como ejemplo, sea el grafo:

que representa el mapa de carreteras que unen las cinco ciudades a recorrer por el
viajante. Un método de avance rdpido para encontrar una solucién que no sea éptima
puede ser ordenar de menor a mayor peso las aristas, e ir incluyendo las n — 1 aristas
necesarias para tener una soluciéon de manera que la inclusién de una arista no produzca
que se cierre un ciclo (salvo la dltima arista que tendrd necesariamente que cerrarlo) ni
que de un nodo salgan tres aristas. El nimero de pasos a dar es como mucho ¢ siendo
a el niimero de aristas del grafo, pero esto no quiere decir que el orden sea 6(a), ya que
para cada arista hay que comprobar que no produce que de un nodo salgan tres aristas
(lo que se puede hacer en tiempo constante) y que no cierra un ciclo, lo que se puede
hacer llevando conjuntos de nodos conectados y la comprobacién de que dos nodos no
estan en el mismo conjunto no tiene porqué poder hacerse en un tiempo constante.
La ordenacién de las aristas en este ejemplo sera:
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arista peso

1,2

3,4
2.3

)

y €l grafo solucién dado por este método es:

10

10
15
20
25
30
35
40
45
50
95

(1)
4/
/
5 )
50

C\@ |

20

\
N
L3

o/

121

A partir de esta solucién se pueden encontrar soluciones mejores por busqueda
local haciendo varios pasos de modo que en cada uno de ellos intentemos quitar la
arista de mayor peso. Por ejemplo, podemos intentar quitar la arista 4,5 poniendo la,
4,1, lo que produce que tengamos que quitar una arista del nodo 1, que puede ser la
arista 1,2, pero no es posible poner la 1,3 ni la 1,4 ni la 1,5, por lo que no es posible
sustituir la arista 4,5 por la 1,4. Haciendo sucesivas pruebas vemos que una posibilidad
es quitar la 4,5 y poner la 4,2, quitar la 2,3 y poner la 3,5. De este modo se obtiene la

solucion:
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10 R

45/ /

@/ 2;//
@ 15

que es de menor costo que la solucién anterior.
Podemos considerar que el avance rdpido nos ha dado la solucién que marcamos
en el arbol de soluciones:

=)

y una biusqueda local a partir de esta solucién puede ser un backtracking empezando
desde ese nodo, o desde algun nivel superior a ese nodo, siendo la bisqueda tanto
menos local cuanto mas se suba de nivel.

4.5 Problemas

Problema 4.1 Tenemos una tabla:
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=D O

b
1
3
3

N =N &

c

donde «a, b, y ¢ son trabajos que no se pueden ejecutar simultaneamente. Los niimeros
en la tabla indican el beneficio que se tendria ejecutando el trabajo de la vertical y a
continuacién el de la horizontal (ba tendria beneficio 4 y ab beneficio 1). Idear un algo-
ritmo basado en el método de avance rapido para maximizar el beneficio. Tendremos
que ejecutar los trabajos a, b y ¢ un nimero n,, ny y 7. de veces, respectivamente.
Mostrar que el algoritmo no es éptimo.

Problema 4.2 Dado un grafo multietapa con pesos en las aristas G = (V, A), con V
el conjunto de los vértices y A el de las aristas, consideramos que cumple:

el conjunto de vértices estd dividido en una serie de subconjuntos Vi, V5, ..., Vi,

Vi v Vi, contienen un unico vértice,

cada uno de los subconjuntos V5, ..., V,,_1 consta del mismo nimero de vértices
(),

cada arista de G con origen en V; tiene destino en Vj;; (estamos en un grafo
multietapa).

a) Disefiar un algoritmo por avance rapido para el problema de obtener el camino
minimo del vértice de V; al de V,,,. Calcular su tiempo de ejecucion en funcién de v y
del tamaiio del problema n =2+ v(m — 2).

b) Dado que el algoritmo del apartado a) no obtendra la solucién éptima, indicar
cémo se podrian disenar algoritmos de avance rapido para este problema aumentando
el coste de cada una de las decisiones pero de manera que se aumenten las posibilidades
de llegar a una solucién 6ptima.

Solucién:

a) Un esquema para solucionar el problema por avance rdpido podria ser:

s[l] =1

sequir = true

i=2

while sequir and i <m

¢ =menor(s[i —1]) (*funcién siguiente®)
if £ #00 (*funcién posible*)
sij] =z (*funcién afiadir*)
i=1+1
else
sequir = false
endif
endwhile
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Donde supondremos que V; = 1; y que la solucién se guardard en el array s de m
posiciones, indicando s[i] = j que del i-ésimo conjunto se ha tomado el vértice j. Si se
llega a © = m se ha encontrado una solucién.

La forma de la funcién menor dependera de la representacién del grafo. Sisuponemos
que tenemos una tabla nodo de 1 a n, habiendo en nodo[i] un puntero lista a una lista
de nodos que representan las aristas que salen del vértice 7, y apuntando lista a un
registro con tres campos:

arista=record

destinodinteger  (*es el nodo vértice destino de la arista™)

peso:integer  (*es el peso de la arista*)

siguiente:puntero a arista (*puntero a la siguiente arista que sale del vértice*)
endrecord

Con esta representacién menor podria ser:

menor (vertice):

lista = nodolvertice]
N = 00
T =00
while lista # NIL
if lista — valor < min
mian = lista — valor
z = lista — nodo
endif
lista = lista — siguiente
endwhile
return

Si el grafo se almacena en una matriz de adyacencia ¢ de n filas y columnas,
representando (i, j] el peso de la arista del vértice ¢ al j, y un oo que no existe la
arista; la funcién menor podria ser:

menor (vertice):

min = 00
T =00
fore=1ton
if t[vertice,i] < min
min = tlvertice, |
T=1
endif
endfor
return

Si suponemos que se encuentra solucién y que por lo tanto se ejecuta m — 1 veces
la funcién menor, y que de cada vértice salen un maximo de v aristas. El coste en el
caso de la primera representacion sera:
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—9
t(n,v)=1+(m—2)(v-|-1)-|-1=2-|—(m—2)v+m—2=n-|—nTEO(n)

Con la representacién de matriz el coste sera:

2
tn,v) =1+ (m—-Ln=1+ <n72+1)n60(%)
b) Si cada una de las decisiones se basa en explorar dos niveles en vez de uno el
coste de tomar cada decisién serd mayor, pero esto se puede ver compensado por una,
probabilidad mayor de llegar a una solucién 6ptima. En este caso la funcién menor
variaria para explorar dos niveles salvo en la 1ltima decisién en la que sélo queda un
nivel por explorar. Con la representacion con matrices de adyacencia menor podria ser:
menor (vertice,nivel):
if nivel =m
el cédigo de la funcién en el caso anterior
else
MIN = 00
=00
fori=1ton
if t[vertice, i) # o0
forj=1ton
if t[vertice, i) + t[i, 5] < min
min = tlvertice,i] + t[i, ]
T =1
endif
endfor
endif
endfor
return z
endif
El coste en este caso serd t(n,v) € O ("U—?’), y de manera andloga se haria con la
representacion de listas.

Problema 4.3 Consideramos el problema de la mochila modificado, donde tenemos
una mochila de capacidad M, n objetos con beneficios b = (by,bo,...,b,) y pesos
p = (p1,P2---,Pn), ¥ que cada objeto puede meterse dentro de la mochila, no meterse,
o meterse la mitad del objeto obteniendo la mitad del beneficio. Programar un esquema
de avance rapido para resolver este problema. Justificar si se encuentra la solucién
6ptima o no. Estudiar su tiempo de ejecucion.

Solucioén:
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Como el problema no 0/1 se resuelve de manera dptima ordenando los objetos de
mayor a menor %, en este caso los ordenaremos también asi considerando que si no
llegamos a una solucion 6ptima si llegaremos a una cercana. Después de eso se irdn
introduciendo elementos en la mochila, metiendo el elemento entero si cabe y si no
cabe entero se intenta con la mitad. Si un elemento no se puede meter ni entero ni en
parte no podemos descartar que alguno de los siguientes se pueda meter, por lo que
habré que continuar con todos los elementos. De esta forma el programa puede ser:

ben =0

cap =M

s+ 0

ordenar objetos de mayor a menor

fori=1ton

b
2

if p[i] < cap
sfij =1
cap = cap — plil
ben = ben + b[i]
else if %ﬂ < cap
li] = 3
cap = cap — ’@
ben = ben + %ﬂ
endif
endfor

El algoritmo no da la solucién éptima. Por ejemplo, con b = (10,6), p = (8,5), y
M =5, la solucién que se obtiene es 0.5, 0, que da beneficio 3, y 1a 0,1 da beneficio 6.

En cuanto al tiempo de ejecucion, la ordenacién se hace en un tiempo nlog,n, y
después se entra en un bucle con n pasos, con el coste de cada paso acotado superior
e inferiormente por una constante, con lo que el orden sera el de la ordenacion.

Problema 4.4 Dada una tabla de nimeros, como por ejemplo:

N | —| | T

3
1
2
1

D[ OO DD Gt

| ~J| Wb

se trata de encontrar, de entre todas las sucesiones de niimeros que se forman a partir
de la tabla empezando por la fila uno y tomando un numero de cada fila estanto un
niumero de una fila adyacente en vertical o diagonal con el de la fila anterior, la sucesion
de nimeros con suma maxima.

a) Programar un método de avance rdpido para resolver el problema (no obtendrd la
solucién éptima pero se intentard que se acerque a ella), indicando cémo funciona con
la tabla ejemplo.



4.5. PROBLEMAS 127

b) Estudiar el tiempo de ejecucién del programa.
¢) Indicar alguna idea para mejorar la solucién obtenida pero siguiendo utilizando un
esquema de avance rapido, indicar cémo trabajaria con el ejemplo y como afectaria al
tiempo de ejecucion.
Solucién:
a) En un método de avance rapido se toman una serie de decisiones. En nuestro caso la
primera decision serd elegir de la primera fila el mayor elemento y de las filas siguientes
el mayor de las tres (o de las dos si estamos en el borde de la tabla) casillas adyacentes
en diagonal y vertical al elemento tomado de la fila anterior. Una solucién vendra
representada por un array s de 1 a n (ndmero de filas) con valores de 1 a m (ndmero
de columnas), donde s[i] = j indica que de la fila 7 se toma el elemento en la columna
j. El esquema del algoritmo sera:
fortr=1ton
seleccionar(s,)
endfor
donde en seleccionar se toman los elementos segin hemos explicado:
seleccionar(s,i):
maz = 0 /*O un valor minimo*/
if i =1 /*Primera fila*/
forj=1tom
if ¢[1, j] > max /*t representa la tabla*/

S[1]= j
maz = t[1, J]
endif
endfor
else
if t[i, s[i — 1]] > maxz /*Elemento en la misma columna™/
s[i] = s[i — 1]
max = t[i, s[i]
endif

if s[i — 1] > 1 /*No en la primera columna*/
if £[i, s[i — 1] — 1] > maz /*Elemento en la columna anterior*/
si]=st -1 -1
maz = t[i, s[i]
endif
endif
if s[i — 1] < m /*No en la dltima columna®/
if £[i, s[i — 1] + 1] > maz /*Elemento en la columna siguiente*/
sli] =sli—1]+1
endif
endif
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endif

En la tabla ejemplo el mayor de la primera fila es el 7, por lo que s[1] = 1; de los
dos adyacentes a €l en vertical y diagonal el mayor es el 3, en la columna, 1, por lo que
s[2] = 1; el mayor adyacente es el 2, en la columna 2, por lo que s[3] = 2; y el mayor
adyacente es el 3, en la columna 3, por lo que s[4] = 3. La solucién es (1,1,2,3) y su
valor es 13, que no es éptimo.

b) Con 7 = 1 seleccionar tiene un coste m, y con i entre 2 y n se toma el miximo de
dos o tres elementos, por lo que tenemos un coste constante en cada paso, y el tiempo
serd t(n,m) = am+ b(n — 1) € 8(n + m). Si la tabla es cuadrada el coste serd lineal.

¢) No haremos un programa en este caso pues no nos lo piden. La idea podria ser
tomar las decisiones en cada fila no con la informacién de esa fila sino de ella y de la
siguiente: no ir por la casilla de mayor valor sino por la que se obtiene mayor valor con
ella y la mayor a la que se puede acceder desde ella. En el ejemplo desde 7 se puede
acceder a 3 y 1, por lo que el valor que se obtiene en dos pasos tomando el 7 es 10;
desde 3 se puede acceder a 3, 1 y 3, por lo que el valor es 6; desde 2 se puede acceder
al,3y2 porloque el valor es 5; y de 5 se puede acceder a 3 y 2, con lo que el valor
es 8. Por tanto la primera decisién es s[1] = 1. Desde 7 se puede acceder a 3 0 a 1;
desde 3 se puede acceder a 1 y 2, por lo que su valor es 5; y desde 1 se puede acceder
al,2y 7, porlo que su valor es 8. La segunda decision serd s[2] = 2. Las siguientes
decisiones serdn s[3] = 3 y s[4] = 3. La solucién es (1,2,3,3) y su valor es 18, que es
mejor que el obtenido con el primer método pero sigue sin ser 6ptimo.

El tiempo de ejecucién sigue siendo del mismo orden anterior, pues cada decision
se toma haciendo el maximo de unos valores que se obtienen en un tiempo constante,
pues para cada elemento es el maximo de él mismo sumado con las posiciones de la
siguiente fila adyacentes en diagonal y vertical.
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5.1 Descripcién

En algunos problemas que se resuelven con llamadas recursivas a subproblemas de
menor tamaifio se repiten llamadas a problemas idénticos, con lo que se repiten calculos
innecesariamente pues se podrian haber guardado las soluciones obtenidas anterior-
mente. Esto ocurre por ejemplo si calculamos los niimeros de Fibonacci por la ecuacién
f(n) = f(n—1)4 f(n—2). Con la técnica de la programacién dindmica se trata
de evitar estos calculos repetidos guardando una tabla de resultados parciales, es por
tanto un método ascendente, donde partimos de problemas de tamafio minimo y va-
mos obteniendo resultados de problemas de tamano cada vez mayor hasta llegar al
tamafo del problema a resolver. Se diferencia de la técnica divide y vencerds en que
este método es descendente.

Se aplica a problemas de optimizacién en los que una solucién viene dada como una
secuencia de decisiones (en el problema de la mochila podria ser decidir si se incluye
un elemento o no, o qué elemento se incluye primero) y se utiliza el principio de
optimalidad que dice que cuando se ha tomado una secuencia éptima de decisiones
cada subsecuencia debe ser 6ptima, por lo que si se han tomado una serie de decisiones
la siguiente subsecuencia de decisiones debe ser 6ptima para el problema en que nos
encontremos en ese momento.

El principio de optimalidad no siempre se cumple por lo que, para aplicar este
método, deberemos comprobar que si se puede aplicar en nuestro problema. Por ejem-
plo, en el problema de calcular el camino minimo entre las ciudades A y D con el mapa
de carreteras de la figura:

129
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B
/ X
A D
Ty A
C

una primera decisién serfa tomar direccién a B o C. En este momento es éptima
A — B, pero tomar esta decisién nos lleva a una solucién no éptima. Da la impresién
de que se cumple el principio de optimalidad ya que en la solucién A — B — D las
dos decisiones que se han tomado son 6ptimas en un cierto sentido: la decisién de
tomar A — B es éptima pues es la menor de las dos posibilidades en ese momento, y
la, decisién de tomar B — D es 6ptima, pues es la tinica posibilidad en ese momento.
Pero sin embargo no llegamos a una solucién 6ptima por lo que no puede cumplirse el
principio de optimalidad.

Si enfocamos el problema considerando que una solucién es optima, si se compone
de dos decisiones 6ptimas en el sentido: la primera solucidén es 6ptima para pasar
de A a B o Cy lasegunda decisién es dptima para pasar de B o C a D; es cierto
que una solucién compuesta de dos soluciones 6ptimas de los subproblemas es una,
solucién 6ptima global, pero no podemos asegurar que una solucién éptima se pueda
descomponer en soluciones 6ptimas de subproblemas con el tipo de subproblemas que
hemos considerado, por lo que no se cumple el principio de optimalidad.

Pero si se cumple el principio de optimalidad si consideramos que una solucién
éptima para ir de A a D debe estar compuesta de dos soluciones éptimas para ir de A
a Boparairde Aa Cyparairde BaD oparairde C aD. De esta manera se
ve que para resolver algunos problemas es necesario resolver subproblemas de menor
tamano y que tengamos que guardar las soluciones de estos subproblemas para poder
reconstruir a partir de ellas la solucién del problema inicial. Como no sabemos a
priori cudles de estas soluciones éptimas de subproblemas van a dar lugar a soluciones
éptimas del problema global tenemos que guardar toda la informacién, lo que hace que
se necesite mucha memoria y que se hagan calculos que a la postre se van a revelar
COmMo innecesarios.

5.2 Problema de la mochila

5.2.1 Planteamiento

Consideramos en este caso el problema de la mochila 0/1 (no se pueden introducir en
la mochila porciones de elementos) con lo que cada z; es 0 6 1 dependiendo de que no
se introduzca o si se introduzca el elemento en la mochila.
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En principio tenemos n objetos numerados de 1 a n y una capacidad de la mochila
M,y podemos llamar a este problema Mochila(1,n, M). Para resolverlo tendremos que
resolver problemas més pequefios que llamaremos Mochila(i, 7,Y), que corresponden
al problema, de la mochila 0/1 con los objetos numerados de i a j y con capacidad de la
mochila Y, por lo que Mochila(i, j,Y') serd maximizar 35 _, prx sujeto a > 5_; Wely, <
Yyao, =062, =1Vk, 1 <k <.

Para resolver el problema suponemos que hay que tomar n decisiones correspon-
dientes a si se mete 0 no un elemento en la mochila. Por lo tanto, una solucién sera
una secuencia de n ceros y unos, y la solucién éptima se podria encontrar por busqueda,
exhaustiva, tal como se puede ver en la figura:

0,0) 2.1)
" y \ 0 \
% YN ol A g

correspondiente al ejemplon = 3, p = (1,2,5), w = (2,3,4), M = 6. En este drbol cada
nivel corresponde a una decisién sobre si incluir 0 no un elemento, y los pares de los
nodos corresponden al peso y beneficio acumulado, los nodos terminales corresponden
a soluciones y la solucién dptima sera la correspondiente al nodo con peso seis y mayor
beneficio. En este ejemplo el beneficio mdximo es 6 y corresponde a incluir en la
mochila los elementos 1 y 3.

5.2.2 Solucién por programacion dindmica

Para resolver el problema por un método de programacién dindmica llamaremos f;(X)
al valor de la solucién éptima del problema Mochila(1,1, X), y se cumplird la férmula:

filX) = maz { fi1(X), fi-t (X —wi) + pi} (5.1)
segin que no se incluya o si se incluya el elemento i-ésimo. Para resolver
Mochila(1,n, M) habrd que calcular f,(M) en funcién de f,_ (M) y fu_1 (M — wy,),
fa_1 en funcién de f,_o y asi sucesivamente, por lo que se podria hacer recursivamente
con la consiguiente repeticion de calculos que es lo que queremos evitar. Por lo tanto,
el proceso en un método de programacion dinamica ira en sentido contrario, calculando
la funcién fo, la fi, y asi sucesivamente hasta llegar a la f, cuyo valor f,(M) nos da
el 6ptimo que vamos buscando. De este modo habremos obtenido en el camino valores
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fi(X) innecesarios para la solucién que buscamos, y habrd que almacenar en una tabla
todos los resultados parciales con el consiguiente desperdicio de memoria.

Ejemplo 5.1

Analizaremos esta técnica con el ejemplo anterior. Para que la férmula 5.1 sea
aplicable para los distintos valores de ¢ y = es necesario imponer unos valores en unos
casos base:

fo(z) =05si z >0, lo que quiere decir que cuando no se mete ningin elemento el
beneficio es 0 sea cual sea la capacidad de la mochila.

fi(z) = —oo si z < 0, pues este caso no corresponde a un problema real y no hay
solucién, con lo que cualquier solucién lo mejora.

Un primer paso seria calcular f;:

f0) = maz{fo(0), fo(-2) +1} =0
H) = maz{fo(1), fo(-1)+1} =0
2= max{fe(2), /(0)+1} =1
filz) = maz{fo(z), folz —2)+1} =1siz>2

por lo que la grafica de f; es:
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En la gréfica de f; se ve que la solucién éptima para M = 6 es 6, pero de este
modo sélo tenemos el beneficio, pero no los elementos que se introducen en la mochila.
Para poder reconstruir el camino que nos lleva a la solucién éptima necesitaremos dos
tablas, una para f[i,z] y otra, que llamaremos e[i, z], para almacenar si se introduce
un elemento o no. De este modo tendriamos en memoria las tablas:

FIoT1[2]3]4[5]6
0/0[0[0[0]0[0]0
tjojotl1|1[1] 1
2lo0]0[1|2]2]3 3
310(0(1]2]5(5]6
e[0[1[2[3]4[5]6
tjojotl1|1[1] 1
210001 [L[1]1
3/0(0(0[0[1]1 1

y para reconstruir la solucién: como e[3,6] = 1, se ha introducido el objeto tres, por lo
que f3(6) = f2(2) + 5; como e[2, 2] = 0 no se introduce el elemento 2, y f2(2) = f1(2);
como e[l,2] =1 si se introduce el elemento 1, con lo que la solucién es (1,0,1).

Vemos que la ocupacién de memoria es del orden de nM, y el tiempo de ejecucion
dependera del tiempo de célculo del maximo, siendo en este caso este tiempo constante,
por lo que también es del orden de nM.

Se puede ahorrar algo de memoria si se almacenan las funciones f; como conjuntos
de pares (w;,p;), donde w; es un valor de z donde f; da un salto, y p; = f; (w;). De
este modo, en este ejemplo tenemos:

folz) = {(0,0)}

fi(z) = {(0,0),(2,1)}

fa(z) = {(0,0),(2,1),(3,2), (5,3)}

fs(z) = {(0,0),(2,1),(3,2),(4,5),(6.6),(7,7),(9,8)}

Si llamamos S; al conjunto de los pares que describen f; y S} 1 se obtiene sumando
a los pares de S; el par (wit1,Piy1), Si+1 serd S5, US;.
Tendremos:



134 CAP{TULO 5. PROGRAMACION DINAMICA

donde vemos que el par (5,3) se puede eliminar (no aparece en f3(z)) pues corresponde
a tener beneficio 3 llenando una capacidad 5 de la mochila, y tenemos el par (4,5)
que corresponde a tener beneficio 5 con capacidad 4, y por el principio de optimalidad
el par (5,3) no puede formar parte de una solucién éptima pues no es dptimo para
el problema con capacidad cinco (este par corresponde a un punto por debajo de la
grifica de la funcién). Los puntos (7,7) y (9,8) también se pueden eliminar por exceder
la capacidad de la mochila.
El proceso de construccién de la solucién es igual al visto en el caso anterior.

5.2.3 Algoritmo

Un esquema de algoritmo seria:

Algoritmo 5.1
PROCEDURE Mochila(p, w:ARRAY[L..n] OF REAL; M:REAL)
BEGIN
/*Construccién de los conjuntos que determinan las funciones™®/
So = {(07 0)}
FORi=1TOn-1
Si ={(z+wi,y+p)/(z,y) € Si1}
S; = unir (S;_1, S})
S; = eliminar (S;)
ENDFOR
/*Reconstrucién de la solucién*/
FOR i =n DOWNTO 1
parl = ultimo (S;_y)
par2 = ultimol (S;_1)
IF mayor(parl, par2)
z[i] =0
ELSE
zfi] =1
M = actualizar(M)
ENDIF
ENDFOR
ENDMochila

donde uniry eliminar son los procedimientos descritos antes y ultimoy ultimol obtienen
el ultimo par del conjunto y el ultimo par, si lo hay, tal que z + w; no excede de M,
y le suma (w;, p;); y actualizar obtiene la capacidad de la mochila en el nivel anterior
(ver el drbol de bisqueda al principio de esta seccién).

En la implementacidn de este algoritmo se presenta el problema de decidir la re-
presentacién de los conjuntos de manera que las operaciones que se hacen sobre ellos



5.3. PROBLEMAS 139

(unir, eliminar, ultimo y ultimol) se realicen de manera eficiente.

5.3 Problemas

Problema 5.1 Consideramos el problema de la devolucién de una cantidad C con un
nimero minimo de monedas, teniendo monedas de n tipos distintos cuyo valor estd
almacenado en un array de indices 1 a n, y disponiendo de un nimero ilimitado de
monedas de cada tipo. Para resolver este problema por programacién dindmica se
puede usar la férmula de recurrencia:

M(X,i) = minkzoy_..,L%J{k + M(X — kali],i — 1)}

explicar como se rellenarian las dos tablas que se utilizan en la programacién dindmica
(la de cantidad de monedas y la que se utiliza en la reconstruccién de la solucién) con
el ejemplo: ¢ = (1,2,3) y C = 7. Encontrar una cota superior del tiempo de ejecucién
de este algoritmo.

Solucién:

Las tablas quedarian:
la, de numero de monedas:

0[112(3|4|5/6|7
110(1(23]4|5|6|7
210111212334
310(1]1)1(2]2/2]|3
y la que ayuda a recomponer la solucién:
01112(3|4|5/6|7
110(1]2(3|4]|5]6|7
0[0]1|1/2(2/3]|3
310{0]0)1(0(1]2]1

Una estimacién del tiempo en funcién de C y n serd C Y, [a%]J € O (C?n).
Problema 5.2 Indicar cémo se podria resolver por programacién dindmica el proble-
ma de devolucién de una cantidad con un nimero minimo de monedas suponiendo
que se dispone de n monedas cuyo valor se tiene en un array de indices de 1 a n. El
problema difiere del anterior porque ahora no disponemos de un numero ilimitado de
monedas con cada, valor.

Problema 5.3 Un politico importante debe hacer un viaje urgente desde Santiago de
Compostela a Alicante y decide hacerlo en avién. Tiene la oportunidad de volar de
forma directa o haciendo una o mas escalas. Los aeropuertos en los que podria hacer
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escala son Madrid, Barcelona y Sevilla. La siguiente tabla muestra los tiempos de vuelo
entre ciudades:

Santiago | Madrid | Barcelona | Sevilla | Alicante
Santiago 6 2 5 12
Madrid 6 2 2 3
Barcelona 2 2 5 4
Sevilla 5 2 5 4
Alicante 12 3 4 4

Aplicar el método de programacién dindmica para encontrar la ruta mds corta
para el problema de n ciudades sabiendo que los tiempos vienen dados en horas y que
cada escala supone una hora adicional de retraso. Obtener una férmula y resolver el
problema particular.

Problema 5.4 Consideramos un laberinto formado por un damero donde en cada
casilla un valor 1 indica que se puede pasar por esa casilla y un valor 0 que no se puede
pasar por ella, y queremos resolver el problema de encontrar un camino de longitud
minima para llegar de una casilla origen a otra destino. Sélo pueden hacerse movi-
mientos en horizontal y en vertical. Resolver el problema por programacién dindmica.
Explicar cémo funcionaria con el laberinto:

O

|l B e e N B
—_ O = = =
— =l ol—

S o~ o) —

—_ O | =

Solucién:

Consideraremos el laberinto como un grafo donde cada casilla representa un nodo
del grafo, siendo los nodos pares (z,y) con z representando la fila y y la columna, por
lo que si el laberinto tiene n filas y m columnas tendremos 0 <z < ny 0 <y < m.
Las casillas origen y destino, que estdn sefialadas con O y D en el laberinto ejemplo,
son casillas por las que se puede pasar, por lo que consideraremos que su contenido
en el laberinto (que llamaremos [) es 1. Ademds, el origen y destino pueden ser dos
casillas cualesquiera que llamaremos (z1,y1) y (%2, ¥2). En este grafo todas las aristas
tendran peso 1, y habra una arista entre dos nodos vecinos en vertical u horizontal si
las casillas correspondientes tienen un 1:
d((a,b),(a+1,b)) =1 si l(a,b) = l(a+ 1,b) =
b),(a—1,b)) =1 sil(a,b) =l(a—1,b) =
), (a,b+1)) =1 sil(a,b) = l{a,b+1) =
), (a,b—1) ( )
), (

d((a,
d((a,b
d((a,b),(a,b—1)) =1 si l(a,b) =l(a,b—1) =1
d((a,b), (c,d)) = +00 en otro caso
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El problema se resuelve encontrando el camino de longitud minima de (z1,y;) a
(22, 12), que se obtendra resolviendo un problema menor consistente en llegar a una de
las cuatro casillas vecinas a la (z2,%2) que tenga contenido 1:

C((z,), (z:1)) = min{C((z,y), (z = 1,1)) + d((z,y), (z - 1,1)),
C((z,9), (2 + L,1)) +d((2,y), (2 + 1,2)),
C(z,y), (2,8 = 1)) + d((z,y), (2,1 = 1)),
Cl(z,), (z + 1,1)) + d((z,9), (z + 1, 1))}

Por programacién dindmica se resuelve construyendo dos tablas. En la primera de
ellas, que llamaremos t1, se tienen los caminos minimos desde el origen a los demés
nodos, y las filas indicarian el niimero de pasos y las columnas las distintas casillas; y
en la otra tabla, que llamamos 12, se almacena el nodo desde el que se ha obtenido ese
camino minimo, por lo que los valores de esta tabla pueden ser Iz, De, Ar y Ab. Dado
que en un determinado numero de pasos no se puede llegar a todos los nodos sino a los
que distan del nodo origen menos de esa cantidad de pasos en vertical y horizontal en
el laberinto, las tablas ¢1 y ¢2 las consideraremos del mismo tamano que el laberinto.

Para ver la evolucién de la ejecucién lo haremos con el ejemplo. Se muestra a
continuacion el contenido de las dos tablas a lo largo de la ejecucién:

81888 |=
818888
8188818
818888
818888

|

|

|

|

|

8188 |~|=
818 (8|8~
8188|188
8188|188
8188|188

|

|

|

|

|

8888w
818888
818888

|

|

|

|

|

8188 |~|=
81888~
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01123 |4 — |\ Iz |\ Iz |1z |1z
1]loo| 3 || Ar| — |Ar| — | —
ool d |4 |oo|oo — |De|Ar| — | —
00| 6 [oo|10 |00 — |Ar| — | Ab| —
817189110 De|Ar | Iz |1z Iz

Con lo que el camino de longitud minima tiene longitud 10 y el camino se obtiene
utilizando la tabla ¢2 empezando por el nodo (5,5):

(5,5), (4,5), (3,5),(2,5), (2,4),(2,3),(3,3),(3,2),(3,1),(2,1),(1,1)

Problema 5.5 Dada una serie de trabajos a, b, c, ... y una tabla:

DO —| Q| O

c
1
3
1

<
M|~ 2

donde la i-ésima fila, j-ésima columna, representa el beneficio que se obtiene de ejecutar
el 1-ésimo trabajo seguido del j-ésimo. Se quiere encontrar la sucesién de n trabajos
que dé beneficio maximo. Idear un algoritmo por programacién dindmica que resuelva
el problema.

Solucién:

Se almacenaran resultados parciales en una tabla con filas de 2 a n y columnas a,
b, ¢, ... indicando la entrada tabla[i, j] la solucién éptima para sucesiones de ¢ trabajos
acabadas en el trabajo j. Con la tabla ejemplo y n = 4 quedaria:

tabla tablal
a|b|ec a|lb|c
2141313 2/blalb
3171716 3/blal|b
41111010 4|/blal|b

Donde los datos de la tabla se obtienen con tabla(2,z) = mazi—qp., {B(k,z)}, ¥
tablal(2,z) = k para el que se alcanza el méximo; y tabla(i, ) = maxp=y ., {tabla(i—
1, k)+B(k,z)}, tablal(i, z) = k para el que se alcanza el maximo, donde tabla(i—1, k)+
B(k, z) corresponde al beneficio maximo con sucesiones de i — 1 trabajos acabadas en
k 'y B(k,z) es el beneficio de realizar = a continuacién de .

El méximo beneficio del problema serd mazy—qp... {tabla(n,k)}, y la sucesién de
trabajos sera sy, $s, ..., Sy, donde s, es el k para el que obtenemos el maximo y para,
i=nn—1,...,2 es s;_ = tablal[i, s;].
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En el ejemplo:

S4=4a

s = tablal[4,a] = b
o = tablal[3,b] =
sy = tablal[2,a] = b

con lo que la solucién éptima es baba.

Problema 5.6 Dada una tabla n x n de valores niimeros naturales. Se pretende
resolver el problema de obtener el camino de la casilla (1,1) a la (n,n) que minimice la
suma de los valores en las casillas por las que se pasa, teniendo en cuenta que en cada
casilla tenemos dos posibles movimientos: hacia la derecha y hacia abajo. Resolver el
problema por programacién dindmica, indicando cémo son las tablas que se usarian
para llegar a la soluciéon 6ptima y para recomponer el camino que da esa solucidn
dptima, cémo seria la funcién de recurrencia que se usaria para completar esas tablas,
y cuales serian los valores de la funcién en los casos base. Aplicar el método a la tabla:

3126
5|14
9|13

Solucién:

Esté claro que para llegar a una posicién (7, j) por un camino éptimo hay que venir
desde (4,7 —1) (desde arriba) o desde (i — 1, j) (desde la izquierda), habiendo llegado a
esas casillas también por un camino éptimo. Asi, la ecuacién de recurrencia puede ser:
M(i,j) = min {M(i,j — 1)+ T[i,j], M(i—1,7) + T[i, j]}, donde T representa la tabla
de valores, y el par (i,j) representa la posicién final del movimiento. Necesitaremos
como caso base M(1,1) =T(1,1).

Para resolver el problema por programacion dinamica se utilizard una tabla M :
array[l..n,1..n] y otra auxiliar S : array|l..n, 1..n| que servird para obtener el camino
una vez que se ha calculado M(n,n). S[i, ] serd 0 si se llega a (4, 7) desde la izquierda
y 1 si se llega desde arriba. El valor de S[1,1] serd irrelevante.

Aplicando el método al ejemplo se rellenarian las tablas M y S por filas, de la fila
1 a la n, y dentro de cada fila por columnas de la 1 a la n, y quedaria:

M|11|2|3 S|11(2]3
1 13]5]11 1 010
2181610 2/111(0
3 |13|7(10 3/1(1(0

Y para recomponer la solucién sabemos que se acaba en (3,3) y S[3,3] = 0, con lo
que se llega desde (3,2); S[3,2] =1, y se llega desde (2,2); S[2,2] =1, y se llega desde
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(1,2); S[1,2] = 0 y se llega desde (1,1). Por tanto, se ha obtenido la solucién éptima,
siguiendo el camino: (1,1), (1,2), (2,2), (3,2), (3,3).

Problema 5.7 Resolver por Programacién Dindmica el problema de minimizar el
numero de monedas a devolver para dar una cantidad C si tenemos monedas de n
tipos, estando los tipos de las monedas en un array tipos: array[l,...,n| of integer,
y teniendo de cada tipo una cierta cantidad de monedas, estando estas cantidades
almacenadas en un array cantidad: array|l,...,n] of integer (de la moneda de tipo
tipos[i] podemos dar una cantidad entre 0 y cantidad[i]). No habrd que programar la
resolucién, pero si habra que dar la ecuacién recurrente con la que se resuelve el proble-
ma, indicar qué tablas se utilizan y cémo se rellenan, cémo se recompone la solucién,
cudles son y qué valores tienen los casos base, y estudiar el tiempo de ejecucidn.

Solucién:

Llamamos M (i, X) a la solucién del problema de devolver una cantidad X con las
i primeras monedas. El problema que queremos resolver es M(n,C), y la ecuacién de
recurrencia:

M{(i, X) = min_g | ) {M(i—1,X — k  tipos[i]) + k}

,...,min{ \_“;)(—S[Z]J ,cantidad]i
donde se indica que el numero de monedas a dar de tipo ¢ es como mucho el minimo
de la cantidad de monedas de ese tipo que hay y la méxima cantidad que se puede dar
sin dar una cantidad mayor a X. Si se dan k¥ monedas de tipo ¢, con las ¢ — 1 primeras
monedas se hay que devolver una cantidad X — k * tipos|i].

Para que la ecuacién de recurrencia sea vélida para todos los posibles valores
tendremos como casos base: M (i, X) = oo si ¢ es negativo, que indica que no existe
solucién al problema de devolver una cierta cantidad sin tener monedas de ningin tipo,
lo mismo si X es negativo, pues tampoco se puede resolver el problema de devolver
una cantidad negativa, y M(7,0) = 0 que indica que para devolver una cantidad 0 la
solucién éptima es no dar ninguna moneda.

Se usan dos tablas M y s de n filas y C' columnas. La tabla s se utiliza para
recomponer la solucién. Las tablas se rellenan de la primera a la tltima fila y dentro
de cada fila de la primera a la ultima columna. En M se almacenan los valores de la
funcién M obtenida con la ecuacién de recurrencia, y en s se almacena el valor £ con
que se ha obtenido el valor minimo de M. Cuando al hacer los calculo se tenga que
tomar uno de los casos base se pondra el valor que hemos indicado anteriormente, pero
no se accederd a la tabla pues los casos base no estdn almacenados en M.

El nimero de monedas a devolver lo encontramos en M[n,C], y para obtener el
numero de monedas de cada tipo que contiene la solucién hay que recorrer todas las
filas de s desde la n a la 1:

fork=ntol

monedaslk) = s[k, C]
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C = C — monedaslk| * tipos[k]

endfor

Para estudiar el tiempo de ejecucién hay que tener en cuenta que éste dependera
de varios pardmetros, a saber: niimero de tipos de monedas (n), cantidad de monedas
a devolver (C), valores de las monedas (tipos), y cantidad de monedas de cada tipo
(cantidad). Debido a esta gran cantidad de pardmetros, podemos estudiar sélo la cota
superior y en funcién de un nimero més reducido de pardmetros.

Si consideramos que el minimo en la funcién recursiva se calcula variando & entre
0y X (lo que obviamente es una cota superior muy pesimista) tendremos un coste:

n c C C?
Yola+dY (b+7) =an+an-|—§n-|——n€9(CQn)

i-1 j=1 2

con lo que el tiempo de ejecucion es del orden O (C?n).

Problema 5.8 Consideramos el problema del recorrido del caballo modificado donde
se pretende llegar en un damero desde una casilla origen a otra destino en el menor
nimero de pasos utilizando los movimientos del caballo de ajedrez y habiendo algunas
casillas marcadas en el tablero por las que no se puede pasar (en la figura no se podria
pasar por las casillas marcadas con una X).

X
X X
X

X

X
X

X

XXX
XX X

Indicar cdmo se resolveria el problema por programacién dindmica, detallando la
férmula de recursién a utilizar, como serdn las tablas que se utilizan, cudles son y
qué valor tienen los casos base, cémo se rellenan las tablas y c6mo se recompone la
solucién. Estudiar también el tiempo de ejecucién. Explicar el funcionamiento del
algoritmo con el ejemplo de la figura suponiendo que se parte de la casilla superior
izquierda y se quiere llegar a la inferior derecha, y comparar la solucién con la obtenida
con un método de avance rapido (habra que explicar el método de avance répido que
se usa).

Solucién:

Se quiere minimizar el nimero de pasos a dar para llegar de una casilla origen
(2o, ) a otra destino (z4,y4) con un nimero miximo de pasos p. La solucién se
representard por M (p, T,, Yo, T4, Ya)- Dado que el minimo camino con un méximo de p
pasos para llegar de (z,y) a (2,t) puede coincidir con el minimo camino entre ellos con
p—1 pasos o se puede obtener dando un paso desde otra casilla intermedia hasta (z, 1),
y hay ocho casillas desde las que se puede llegar a (z,t), la férmula de recursién puede
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ser M(p,z,y,2,t) = min{M(p — 1,z,y,2,t),M(p — L,z,y,z — L,y —2) + 1, M(p —
1,£E,y,ZE - 17y+2) + 17M(p - 1,IE,y,£E + 1:y - 2) + 171M(p - 1,£E,y,IE + 17y+ 2) +
1,M(p—1,$,y,$—2,y—1)-|-1,M(p—1,$,y,$—2,y+1)+1,M(p—1,$,y,$+2,y—
D+1,Mp-1,z,y,2+2,y+1)+1}.

Para que la férmula tenga sentido hay que determinar unos casos base que seran:
M(p,z,y,2,t) = oc si alguno de los puntos estd fuera del tablero, lo que ocurre si z,
Yy, z 0 t son mayores que 7, o si en el tablero en la posicién (z,y) o (z,t) hay una X.
Estos valores indican soluciones no posibles, con lo que cualquier solucién posible los
mejora. El otro caso base corresponde a ir de una casilla a si misma, lo que se logra
con cero pasos: M(p,z,y,z,y) = 0.

Dado que el nimero méximo de pasos que puede dar el caballo para llegar de la
casilla origen a la destino es n? — 1, con n el tamafio del tablero si es cuadrado, y
hay también n? casillas por las que puede pasar, y que en la férmula de recurrencia el
problema con un maximo de p pasos se obtiene en funcién de problemas con un maximo
de p—1 pasos, y el problema de llegar a una casilla se pone en funcién de otras casillas
anteriores en el tablero; habria que utilizar una tabla con n? filas, indicando cada fila
el nimero de pasos, y con n? columnas, indicando cada columna una casilla:

LG @] ] (un)

n?—1

El problema que se quiere resolver es M (n? — 1,2,, Yo, Ta, ¥a), con lo que serd un
problema de la iltima fila y de la columna indicada por (z4,y4), determindndose los
valores de la fila 0, que son casos base, por la casilla origen. Asociada a esta tabla habria
otra de las mismas dimensiones para recomponer la solucién, y apuntindose en esta,
tabla en cada casilla desde qué casilla se llega para obtener el valor minimo obtenido en
la ecuacién de recursién. De esta manera el tiempo de ejecucion serfa del orden 6 (n?),
pues hay que rellenar n? posiciones de la tabla y cada una de ellas se obtiene haciendo
el minimo de un nimero constante de valores. La solucién se recompone utilizando
la tabla auxiliar obteniendo en la fila n? — 1 el par que se encuentra en la columna
(z4,94), en la fila n® — 2 el par que se encuentra en la columna del valor obtenido en
la fila n® — 1, y asf sucesivamente hasta llegar a la fila 0 al nodo origen. El ntimero de
pasos para recomponer la solucién es n?, por lo que no aumenta el orden del algoritmo.

En este problema en concreto se podria hacer de una manera mejor pues mucha,
de la informacién almacenada en las tablas anteriores es innecesaria pues corresponde
a nodos por los que no se puede pasar y por tanto con valor oo, y ademds cuando se
obtiene un nimero de pasos en una columna en las filas sucesivas no se puede disminuir
ese nimero de pasos, lo que quiere decir que cuando pasamos por una casilla se pone
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en ella el nimero de pasos con que hemos llegado y no es necesario volver a evaluar
la casilla. Del mismo modo, aunque el niimero miximo de pasos es n> — 1, cuando se
llega a (z4,yq4) en un determinado mimero de pasos se ha obtenido el camino minimo,
por lo que no es necesario completar todas las filas de la tabla.

Por tanto, se pueden usar dos tablas del mismo tamano que el tablero, una para
almacenar el nimero minimo de pasos y otra para almacenar la casilla desde donde se
ha llegado. Inicialmente tendremos la primera tabla con valores oc en casillas por las
que no se puede pasar y con 0 en la origen, y la segunda tabla con un valor especial
(=1, -1) en la casilla origen:

oo | | (-1,-1)

o0
&.0]

0
00
00

o
o

o0
o0

En el primer paso se aplica la férmula de recursion a todas las casillas o, alterna-
tivamente y de forma menos costosa se obtienen las casillas con valor el paso por el
que vamos y se pone valor uno mas en las casillas a las que se puede acceder y que no
tienen ningiin valor. Con el ejemplo los pasos sucesivos serian:

0 | o0 o |oo| |(-1,-1)
00 00 | 00
o | 1 0 (1,1)
00 | 00 | 00
00 | 00 00
0 |oo|2]|o0|oo| |(=1,-1) (3,2)
00 00 | 00
oo | 1 00 (1,1)
00 | 00 | 00
|00 2 |00 (3,2)
0 |oo|2]|o0|oo| |(=1,-1) (3,2)
00 00 | 00
0| 1 00 (1,1)
00 | 00 | 00
00| 00| 2 |00 (3,2)
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0 |oo| 2 |oo|oo| |(-1,-1) (3,2)

00 0|3 (1,3)
|1 3 | o0 (1,1) (1,3)

3 [oo|ooloo| 3| | (59 (5,3)
o0 (00| 2 |00 (3,2)
0|oo|2|oo|oo]| |(-1,-1) (3,2)

|4 |oo|oo]| 3 (3,4) (1,3)
o |14]3 | 1,123 (13

3 |oo|oo|oo| 3 (5,3) (5,3)
o |oo| 2 oo 4 (3,2) (3,4)

Después de este paso se para pues ya hemos llegado a la casilla destino. El numero
de pasos para llegar a la solucién es de sélo cuatro, mucho menor que n%. El camino
seguido se obtiene accediendo a la casilla (5,5) en la segunda tabla, después a la (3,4),
después a la (1,3), a la (3,2), a la (1,1), y ahi se acaba pues nos encontramos con el
valor especial (-1,-1).

El coste de este algoritmo también tiene cota superior n* pues el niimero maximo
de pasos es n? y en cada paso hay que analizar n? casillas. Pero el tiempo de ejecucién
ser4d mucho menor que con el esquema anterior en el que se usa una tabla con n’
entradas.

Se puede acabar la ejecucién sin encontrar camino si es que este no existe. Esto
ocurrira cuando en un paso no se actualiza el contenido de ninguna casilla.

Un método de avance rdpido no nos va a asegurar que resolvamos el problema,
pero podemos seleccionar la casilla destino desde una dada como aquella a la que se
puede llegar a mas casillas todavia no recorridas y no marcadas con X. De esta manera
intentamos evitar llegar a casillas desde las que no se puede salir. El recorrido en el
ejemplo seria:

X
5
X

] 1] bl 5] ©
| 5| 1= 00 B
po| | oo | | =
| | co| |

Vemos que no se llega a solucidn pues desde 8 no se puede ir a ninguna casilla, y
sin embargo habiamos estado muy cerca de la solucién en la casilla marcada con 3. El
método de avance rdpido podria mejorarse, pero de cualquier manera no nos asegura
que obtengamos un camino ni que en caso de obtenerlo sea minimo.

Problema 5.9 Consideramos el problema de un grafo multietapa modificado donde
puede haber aristas de un nodo a todos los nodos de las etapas siguientes, segin el
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ejemplo que se muestra en la figura. Se pretende resolver por programacién dindmica
el problema de encontrar el camino minimo del nodo origen al destino (en el ejemplo
del nodo 1 al 7).

a) Obtener la férmula que nos permita resolver el problema por programacién dindmica
e indicar cudles son los casos base y cudles son sus valores.

b) Indicar cémo se irdn rellenando las tablas y c6mo se recomponen las soluciones.

¢) Explicar el funcionamiento con el grafo ejemplo.

d) Estudiar la ocupacién de memoria.

e) Estudiar el tiempo de ejecucién.

Solucién:

a) Llamaremos C(p, D) al valor del camino minimo con p pasos, origen 1 y destino D.
El valor que queremos obtener es C(niveles — 1,n), con niveles el nimero de niveles
del grafo y n el nimero de nodos. En el ejemplo serd C(3,7).

La longitud de los caminos minimos de p pasos se obtendrd en funcién de las
longitudes minimas de caminos de p — 1 pasos aniadiendo un paso, que se dara por una
arista que una directamente dos nodos. Las aristas las consideramos almacenadas en
una matriz d, siendo d[s, j] 1a longitud de la arista de origen ¢ y destino j. Si no existe
tal arista el valor d[i, j] serd infinito. Para que la férmula de recurrencia que vamos a
utilizar funcione en todos los casos consideraremos d[i,i] = 0.

La férmula serd C(p, D) = ming=1,. ,{C(p — 1, k) + d(k, D)}.

Los casos base serdn C(0, k) = 0.

b) Podemos considerar que tenemos una tabla para las longitudes de los caminos,
C:array|0,..,niveles — 1;1,..,n], correspondiendo la fila 0 a los casos base, por lo que
esta fila estard inicializada a 0. El resto de las filas se van completando con un par de
bucles:

for i =1 to niveles — 1

forj=1ton
calcular el minimo y ponerlo en CJi, j]
endfor

endfor

La tltima fila no es necesario calcularla entera, sino que podria calcularse sélo
Clniveles — 1,n], que es el valor en el que estamos interesados.
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Se tendrd otra tabla Auz:array[l,..,niveles—1:1,..,n] donde se almacena el valor de
k para el que se ha obtenido el minimo. Esta tabla servird para recomponer el camino
seguido hasta obtener el valor minimo.

Para obtener el camino, lo almacenaremos en un array camino:array[l..niveles|,
donde obviamente camino[l] = 1 y camino|niveles] = n. Inicialmente destino = n, y
el nuevo destino se obtiene consultando como destino = Auz[niveles — 1, destinol, y
después destino = Auz[niveles — 2, destino|, etc. Por tanto, necesitaremos un bucle
con indices de niveles — 1 hasta 1:

camino[niveles| = n

for i = niveles — 1 to 1

caminoli] = Auxli, camino[i + 1]]

endfor

Si en el camino encontramos nodos repetidos se pasa una tinica vez por ellos.
¢) Los valores de las tablas para este grafo serdn:

La tabla C:
niv,nod |1[2|3|4| 5| 6|7
1 0|6|1|7]x|x|9
2 0(6(112 3] 3|8
3 0161112 3| 3|6
Y la tabla Aux:
niv,nod |12 3[4|5|6|7
1 1{1/1(1]1]1(1
2 111111313312
3 111111313315

El camino serd caminold] = 7, camino[3] = Auz[3,7] = 5, camino[2] = Auz[2,5] =
3, v camino[l] = Auz[1,3] = 1.
d) Segin el método explicado la ocupacién de memoria serd la que ocupan las tablas y
el camino pues ademés de esta memoria sdlo se utiliza alguna para variables auxiliares.
La ocupacién serd niveles X n, de la tabla C, niveles x n, de Auz, y niveles de camino;
y el total es niveles(2n + 1).
e) El tiempo de ejecucién vendrd dado por:

niveles—1 n n

1
)DL IV
i=1 gj=lk=1 i=niveles—1
donde los tres primeros sumatorios corresponden a la obtencion de las posiciones de
las tablas obteniendo minimos y el dltimo a la formacién del camino. Hemos puesto el
valor uno dentro de los bucles porque estamos interesados en el orden. El orden serd,
(niveles — 1)n? + niveles — 1
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Observacién adicional:

El problema se puede resolver con menos tiempo de ejecucién y ocupacién de
memoria si tenemos en cuenta que en cada paso tenemos las distancias definitivas de
nodos de un nuevo nivel, por lo que no hay que volver a calcularlas, y que para calcular
las distancias de un nodo estas se obtienen haciendo el minimo no de todos los nodos
sino de nodos que estdn en niveles anteriores al suyo.

Asi, inicialmente tendriamos:

C Aux
0/6[1][7]c0]oo |91 ]1][1[1]1]1]1

Con lo que ya tenemos las distancias a nodos del nivel uno y dos. Después se calculan
las distancias a nodos del nivel tres en adelante utilizando las mismas tablas:

C Aux
0l6[1]2|3[3[8]1[1[1]3][3]3]2

Y finalmente las distancias a nodos del nivel cuatro en adelante:

C Aux
o[6|1]2]3[3]6]1]1]1]3][3]3]5

De este modo vemos que la ocupacién de memoria es proporcional a n.

Algo mas complicado es obtener el tiempo de ejecucién. Haremos una aproximacion
llamando | = niveles. Suponiendo que tenemos el mismo nimero de nodos en cada
nivel salvo en el primero y el dltimo, este niimero sera 7%22

La primera vez que se rellena la tabla se hace en un tiempo n pues sélo hay que
poner las distancias de 1 a cada nodo. La ultima vez se calcula un minimo en funcién
de n — 1 nodos, por lo que el tiempo es n — 1.

El resto de las veces (i = 3 hasta [ — 1) se calculan =2 minimos que es el nimero
de nodos en ese nivel, y cada minimo se calcula en funcién de los nodos de niveles
anteriores, por lo que serd de 1+ 2=2(i — 2).

El tiempo promedio sera:

-1 -9 -9
n-l—éy;_Q (1+7_2(i—2)>+n—160(nl)



Capitulo 6
BACKTRACKING

6.1 Descripcién

El backtracking y el branch and bound son métodos para recorrer de una mane-
ra sistematica un arbol de soluciones. El backtracking se caracteriza por hacer una
bisqueda en profundidad en un drbol en el que algunos nodos (o todos) representan
soluciones del problema.

Ejemplo 6.1
Para resolver el problema de obtener los subconjuntos del conjunto de numeros
{13,11, 7} cuya suma es 20 se puede representar una solucién como:

¢ Una secuencia de tres ceros o unos, indicando un 0 en la posicién ¢ que el -ésimo
nimero no estd en el conjunto y un 1 que si estd. Cada una de las posibles
combinaciones representa una solucién distinta.

¢ Una secuencia de tres valores entre 0 y 3, indicando un valor j, con 1 < j <3
que el numero j-ésimo forma parte del conjunto, y un 0 indica que no se toma
ningun nimero. De esta manera una solucién viene dada por una secuencia de
tres nimeros siendo estos distintos si son distintos de cero. Ademds, a partir
del primer cero en la secuencia todos los valores siguientes son cero. Como lo
que interesa es determinar los niimeros en el conjunto pero no el orden dentro de
éste, dos secuencias con los mismos niimeros cambiados de orden representan la
misma solucién (2,3,0 y 3,2,0), por lo que podemos considerar que los nimeros
en la secuencia estan ordenados de menor a mayor hasta llegar al primer cero.

De esta manera, el arbol de soluciones seria, con la primera representacion de las
soluciones el de la figura 6.1, y con la segunda el de la figura 6.2.

Analizando estos dos arboles podemos obtener las caracteristicas principales de un
algoritmo por bactracking.

149
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Figura 6.1: Arbol de bisqueda con soluciones representadas como secuencias de 0 y 1

Figura 6.2: Arbol de biisqueda con soluciones representadas como secuencias de
niimeros entre 0 y 3
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e En los dos drboles se representan los nodos con un nimero en su interior, re-
presentando este nimero el orden en que se genera ese nodo en el recorrido del
arbol de soluciones. Vemos que el recorrido es un recorrido sistematico, siendo
en los dos casos en profundidad y generando en cada nodo sus descendientes
de izquierda a derecha. En el backtracking el recorrido se hace en profundidad,
pero el orden en que se generan los nodos hijos de un nodo dado puede variar
(por ejemplo, se podrian generar los hijos de derecha a izquierda). Este recorri-
do sistemdtico se hard generando los posibles valores de las soluciones de una
manera sistematica. Esta generacion sera la que proporcionara el recorrido del
arbol, que hay que tener en cuenta que es un arbol 16gico, no fisico, y que por lo
tanto no estd almacenado en memoria. Por esto, hay que tener una funcién de
generacién de valores solucion que dependerd del nodo por el que vayamos
(de la solucién total o parcial generada hasta ese momento). En el primer caso los
valores a generar por esta funcién seran 0 y 1 en este orden, y en el segundo caso
seran del 1 al 3, pero empezando en el siguiente al 1iltimo valor en la solucién.

o La representacion de las soluciones determina la forma del drbol: la cantidad de
los descendientes de un nodo, la profundidad del arbol, si el 4rbol es completo
0 1o, ... Y determina la cantidad de nodos del drbol y por tanto posiblemente
la eficiencia del algoritmo, pues el tiempo de ejecucién dependera del niimero de
nodos que se generen.

o Tendremos tantos niveles como valores tenga una secuencia solucién. En el se-
gundo arbol en algunos casos no llegamos hasta el nivel tres, pero podemos asumir
que los nodos que no estdn en el nivel tres completan la solucién con ceros.

e En un nodo hay que poder deteminar si es solucién del problema (o posible
solucién), lo que se hard con una funcién de determinacién de si un nodo
es solucién. En el primer caso s6lo son nodos solucién los terminales (en los que
la suma de los niimeros sea 20), pero en el segundo caso todos los nodos (en los
que la suma sea 20) son solucién.

o Cuando como consecuencia de haber recorrido todos los descendientes de un nodo
se vuelve a ese nodo, hay que generar un hermano de ese nodo si lo hay, y si no
lo hay se vuelve al nivel superior. Por tanto, necesitaremos una funcién para
determinar si un nodo tiene hermanos que todavia no se han generado.

o Por 1ltimo, podemos ver que en los dos drboles hemos representado todos los
posibles nodos de acuerdo con la representacion de las soluciones escogida, pero
vemos que a partir de algunos nodos (el nodo 13 en el primer caso y el 3 en
el segundo caso) puede no haber solucién (en este ejemplo porque la suma de
la solucién parcial que llevamos sea mayor que 20). Es conveniente tener una
funcién que determine si a partir de un nodo se puede llegar a una
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solucidén, de manera que utilizando esta funcién se puede evitar el recorrido de
algunos nodos y por lo tanto reducir el tiempo de ejecucién.

Con este ejemplo hemos analizado las funciones que debe tener un esquema para
un algoritmo por backtracking. En la subseccién siguiente analizaremos un esquema
que utiliza estas funciones.

Otro factor a tener en cuenta es el tipo de problema que estamos queriendo resolver.
En el problema del ejemplo hay solucién, y ésta es uinica, con lo que (si esto lo sabemos
a priori) el programa se ejecutaria hasta encontrar la tinica solucién. Pero se pueden
presentar otros casos:

e Hay alguna solucién y sélo se quiere encontrar una. En este caso el programa
parard cuando encuentre la primera.

e Puede no haber solucién pero si la hay sélo queremos una. El programa parard
cuando encuentre una solucion o cuando vuelva al nodo raiz, en cuyo caso no hay
solucidn.

e Se quieren todas las soluciones. El programa acaba cuando vuelve al nodo raiz,
y conforme ha ido encontrado soluciones las ha ido almacenando. En este caso
también puede que no hubiera ninguna solucién.

¢ El problema es de optimizacién y queremos optimizar una funcién sujeta a unas
restricciones (el conjunto de restricciones puede ser vacio). En este caso cuando
se encuentra una solucién parcialmente éptima (6ptima entre las que se han en-
contrado hasta ese momento cumpliendo las restricciones) se almacena la solucién
y su valor, de modo que al final tengamos la solucién éptima, o ninguna solucién
si ninguna de las posibles cumple las restricciones. De este modo, el programa
acabard después de haber analizado todas las posibilidades o, lo que es lo mismo,
cuando vuelva al nodo raiz.

6.1.1 Esquema

Un esquema utilizando las funciones antes enumeradas y en el caso en que hay solu-
ciones y sdlo se quiere obtener una podria ser el siguiente:

Algoritmo 6.1 Esquema del backtracking cuando hay solucion y solo se quiere en-
contrar una.
PROCEDURE Backtracking(n:INTEGER)
VAR
niwel:INTEGER
fin:BOOLEAN
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BEGIN
nivel =1
fin=FALSE
s[1] = generar(nivel)
REPEAT
IF solucion(nivel)
fin =TRUE
ELSIF criterio(nivel)
nivel = nivel + 1
s[nivel] = generar(nivel)
ELSIF mas_hermanos(nivel)
s[nivel] = generar(nivel)
ELSE
WHILE NOT mas_hermanos(nivel)
retroceder(nivel)
ENDWHILE
s[nivel] = generar(nivel)
ENDIF
UNTIL fin
ENDBacktracking

donde:

o La variable nivel indica el nivel por el que se va recorriendo el arbol.

o La variable fin indicard si se ha acabado ya el recorrido del drbol. En este caso
se pone a TRUE cuando se encuentra una solucién, pero en problemas de otro
tipo se pone a TRUE en diferentes casos, tal como ya habiamos senalado.

o Con la funcién generar se generard el siguiente hijo de un nodo dado, que puede
ser el primer hijo u otro hijo distinto si volvemos al nodo después de un retroceso.

¢ La funcién solucion devuelve TRUE si el nodo por el que vamos es solucién del
problema. En caso de querer encontrar varias soluciones habria que almacenar la
solucién en otra secuencia y seguir buscando soluciones desde la secuencia actual.
En el caso de un problema de optimizacién devolvera TRUE cuando cumple las
restricciones, después de esto comparara con la solucién 6ptima almacenada hasta,
ese momento y se quedard con la mejor de las dos y seguird buscando por la
secuencia actual.

o La funcion criterio devuelve TRUE si a partir de un nodo se puede llegar a una
solucién. Puede que no podamos asegurar que se llegue, pero que no tengamos
ningin motivo para descartarlo.
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e La funcién mas_hermanos devolverda TRUE si hay hermanos de ese nodo que
todavia no han sido generados.

e Con la funcién retroceder se retrocede en el arbol de soluciones. Habrd que
disminuir en uno el valor de nivel, y posiblemente actualizar la solucién para
dejarla en un valor inicial.

En el algoritmo se hace un REPEAT hasta que se encuentra una solucién (la
condicién de fin puede ser otra, tal como hemos dicho), y se supone que la solucién
se almacena en el array global s. El recorrido del 4rbol (jlogico!) se hace poniendo
distintos valores en la solucién. Cuando se genera un nuevo nodo se comprueba si es
solucién, en cuyo caso se acaba la ejecucién, si no es solucién se comprueba si se puede
excluir que a partir de él se puedan encontrar soluciones, si no se puede excluir se pasa
al siguiente nivel y se genera un nuevo nodo, si si se puede excluir se comprueba si hay
nodos hermanos suyos todavia no generados, si hay alguno se genera uno de ellos, y si
no hay se pasa al nivel anterior hasta encontrar una posicién donde se puedan generar
nuevos nodos.

Basdndose en este esquema, y con pequenas modificaciones, se pueden disenar
esquemas para los problemas de los tipos antes enumerados.

6.2 Problema de las reinas

6.2.1 Planteamiento

El problema de las n reinas consiste el encontrar las posiciones (todas o una) de n
reinas en un tablero ajedrezado de tamano n X n, sin que una reina pueda comerse a
otra.

El problema se puede resolver tomando una secuencia de n decisiones sobre en qué
columna situar la reina que estd situada en cada una de las filas. No puede haber dos
reinas en la misma fila, por lo que una solucién s consistird de una secuencia de valores
de 1 a n, indicando s[i] = j que la reina en la fila 7 ocupa la columna j. Ademds de
la restriccién de no poder estar en la misma fila o columna tenemos la restriccién de
que no puede haber dos reinas en la misma diagonal o antidiagonal (debido a que las
reinas mueven y comen en horizontal, vertical y diagonal).

El problema se puede resolver recorriendo un arbol de posibles soluciones utilizando
la técnica del backtracking. De esta manera, como hay que tomar n decisiones, el arbol
tiene profundidad n y el coste de su recorrido es prohibitivo, pues el nimero de nodos
del drbol es 1+ n+n(n—1)+n(n—1)(n—2)+...+n!. De todas maneras, cuando no
es posible una solucién por un método mas eficiente hay que recurrir a estos métodos
de alto coste e intentar reducir al maximo el numero de nodos que se recorren y el
coste de la generacién y recorrido (andlisis) de cada nodo.

Representamos el arbol de busqueda de la solucién con n = 4:
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1
X X
2 6
X X X
X X X
3 4 7
X X
X X
9 8
X X
X
X
9
X
X

En la figura cada tablero representa un nodo del 4rbol de biisqueda; al lado de cada
nodo hay un nimero que indica el orden en que se recorren los nodos; en cada tablero
las posiciones de las reinas se representan con una X; y el nodo raiz corresponde a un
tablero vacio.

Observamos que, aunque el numero de nodos total del drbol de biisqueda es 1+4+
42 4 43 + 4* = 341, el nimero de nodos que se recorre para encontrar una solucién es
9. Vemos, por tanto, que teniendo en cuenta las caracteristicas del problema se puede
reducir el espacio de bisqueda haciendo el programa més eficiente:

o Si se quieren encontrar todas las posibles configuraciones, podemos considerar
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que hay configuraciones simétricas, con lo que en la primera fila sélo es necesario
situar reinas en las columnas 1 y 2, pero no en las 3 y 4, pues por cada solucién que
encontremos con la primera reina en la columna 1 ¢ 2 tendremos una simétrica
con la primera reina en la columna 4 ¢ 3. De esta manera, el espacio de bisqueda,
se divide por dos, siendo el niimero total de nodos posibles 171.

¢ Utilizando una funcién criterio apropiada se puede determinar nodos desde los

que no se llega a una solucién (por ejemplo, de los 4 posibles hijos del nodo 2,
en los dos primeros las reinas estan en la misma fila o la misma diagonal, con lo
que se violan las restricciones) por lo que no es necesario generar esos nodos. De
este modo llegamos a que de los 171 nodos sélo es necesario generar 9, aunque
esto se hace a costa de un mayor coste computacional en cada nodo, coste que
corresponde principalmente a la ejecucion de la funcion criterio. Por tanto, hay
que encontrar funciones criterio con bajo coste computacional de manera que no
sea mayor el coste anadido en cada nodo que lo que ahorramos al recorrer menos
nodos.

e En el backtracking se hace un recorrido sistematico, pero si tuvieramos algun

criterio para decidir en qué orden recorrer los nodos (no siempre de izquierda
a derecha) de manera que esa decisién nos acerque a una solucién, puede que
necesitemos recorrer menos nodos. En el ejemplo, si generamos el nodo 6 antes
que el dos llegamos a una solucién recorriendo 5 nodos y no 9. Esta idea se
utilizara en los métodos Branch and Bound que veremos en el capitulo siguiente.

6.2.2 Algoritmo

Analizaremos un algoritmo que corresponde a una pequena modificacién del esquema
presentado en el algoritmo 6.1. Se pretende buscar una tnica solucién. En el algoritmo
representamos qué partes corresponden a cada una de las funciones del esquema del
backtracking.

Algoritmo 6.2 Problema de las n reinas.

que

PROCEDURE reinas
VAR
nivel:INTEGER
fin:BOOLEAN
BEGIN
nivel =1
s[1] =0
(*es una generacién que no corresponde a generar ninguna posible solucién pero

posibilita que sumando 1 a s[1] se vayan generando las distintas posibilidades™)
fin=FALSE
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REPEAT
s[nivel] = s[nivel] +1  (*generar®)
WHILE s[nivel] <n AND NOT correcto(nivel)

(*la comprobacién s[nivel] < n corresponde a la funcién mas_hermanos, y la
funcién correcto a la criterto. Por tanto, se evalia si un nodo no cumple el criterio y
tiene hermanos no generados, y se saldrd del WHILE porque cumpla el criterio, con lo
que se puede descender de nivel, o porque no haya mas hermanos, con lo que hay que
subir de nivel*)

s[nivel] = s[nivel] +1  (*generar®)
ENDWHILE
IF s[nivel] <n
(*si se ha salido del WHILE porque la configuracién es correcta™)
IF nivel =n

(*si tenemos una solucién. La funcién solucion serd TRUE cuando estemos en la
tultima fila con una configuracién correcta, o lo que es lo mismo en nodos terminales
del drbol*)

fin=TRUE
ELSE
(*la configuracién es correcta pero todavia no hemos llegado a una solucién*)
nivel = nivel + 1
s[nivel] =0

(*no generamos una columna pero inicializamos para que en la primera generacién

empiece por la columna 1*)
ENDIF
ELSE

(*no hemos encontrado ningtin nodo de entre todos los hermanos que hemos tratado

en el WHILE en el que la configuracién sea correcta, por lo que hay que subir de nivel*)
s[nivel] =0
nivel = nivel — 1

(*la funcién retroceder consiste en ascender de nivel habiendo dejado el valor de
la solucién en el nivel actual a su valor inicial, pues se deshace la decisién que se habia
tomado*)

ENDIF
UNTIL fin
END reinas

PROCEDURE correcto(nivel : 0...n):BOOLEAN
VAR

#INTEGER

valor:BOOLEAN
BEGIN
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1=1
valor=TRUE
WHILE i < nivel AND valor
IF s[nivel] = sli] OR |s[i] — s[nivel]| = |i — nivel|
valor=FALSE
ENDIF
1=i+1
ENDWHILE

RETURN walor

END correcto

En el procedimiento correcto se comprueba, para cada una de las reinas en las
filas anteriores a la que se quiere colocar (desde ¢ = 1 y mientras i < nivel) si estd en
la misma columna que la que queremos colocar (s[nivel] = s[i]) o si estd en la misma
diagonal (s[i] — s[nivel] = i — nivel) o en la misma antidiagonal (s[i] — s[nivel] =
—i + nivel). Obviamente, esta funcién correcto puede ser programada de manera
mas eficiente, pues una cota superior de su coste es el nivel por el que vamos, pero
si se utilizan arrays de booleanos indicando las columnas, diagonales y antidiagonales
ocupadas, el coste seria constante, pues sélo habria que comprobar que la columna,
diagonal y antidiagonal donde estamos introduciendo la reina actual estén libres. Esta
mejora en la funcion criterio conlleva una modificacién de las funciones de generacién
y de retroceso pues en cada caso hay que actualizar los tres arrays de booleanos.

6.2.3 Evaluaciéon de la eficiencia

En el algoritmo 6.2 se observa que la funcién criterio en cada nodo no tiene un coste
constante, sino que el coste es proporcional al nivel por el que vamos, con lo que una,
cota superior mas realista del tiempo de ejecucién se obtiene multiplicando el nimero
de nodos en cada nivel por el nivel en el que estan menos 1. De este modo una cota
superior del coste serfa 1 +n4+n(n—1)+2n(n—1)(n—-2)+...+ (n — 1)n!. Enel
caso de n = 4 vemos en la siguiente figura que aunque se han generado 9 nodos el coste
de la generacién de cada uno de ellos y de la comprobacién de que un descendiente no
cumple el criterio no es constante.
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172 31

En esta figura los nodos representan los tableros validos y las flechas representan
intentos de poner una reina, cuando la flecha llega a un nodo el intento ha tenido éxito
y cuando no llega a un nodo no ha tenido éxito. Al lado de cada flecha o nodo hay un
numero que indica la cantidad de veces que se ha tenido que pasar por el cuerpo del
WHILE en el procedimiemto correcto. De esta forma, aunque se recorren 9 nodos, se
ha pasado 36 veces por el cuerpo del WHILE, con lo que podemos considerar que el
coste es proporcional a 45. De todas maneras, aunque el utilizar una funcién criterio
de coste no constante nos aumenta el costo, seguimos estando lejos de los 171 nodos
que habria que generar si no se utiliza un criterio de eliminacién de nodos.

Ademais de tener en cuenta el coste de la funcién criterio para evaluar el algoritmo
hay que estimar también el nimero de nodos que se generan. En la estimacién del costo
de la funcién criterio se puede normalmente encontrar una cota de este costo, pero suele
ser mucho m4s dificil hacer una estimacién del nimero de nodos generados. Se puede
hacer una estimacién tomando una expresién que puede ser una posible solucién y ver
cudntos nodos se generan con esta expresién. Tomando més expresiones se puede hacer
una media.

Por ejemplo, en el problema con 4 reinas podemos considerar que se intentan
generar todos los descendientes de un nodo, con lo que el nimero maximo de nodos
es 341. Si generamos la secuencia (2,3,4,1) llegamos hasta el nivel 2 y se generan en
media 14+4+16=21 nodos, si generamos la secuencia (1,4,2,3) obtenemos una solucién,
se llega al nivel 4 y se generan en media 341 nodos, y si generamos la secuencia (2,4,3,1)
llegamos al nivel 3 y se generan 14+4-+16+64=85 nodos. Haciendo la media de los
nodos generados con estas estimaciones y dividiendo por el nimero de nodos totales
obtenemos el valor 0.43, con lo que la estimacién que hemos hecho indica que en la
ejecucién del algoritmo se recorren menos de la mitad de los nodos posibles.
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6.3 Problema de la mochila

Volvemos a considerar €l problema de la mochila 0/1:

. n
maximizar i1 Di

sujeto a i wir <M
z;=0,1vi=1,2,...,n

donde M es la capacidad de la mochila, cada objeto se mete entero o no se mete
(z; = 0,1), p; y w; son los beneficios y los pesos, respectivamente, de los objetos.

Para obtener un algoritmo por backtracking para resolver este problema lo hare-
mos viendo cuales serian las funciones solucion, criterto, mas_hermanos, generar y
retroceder del esquema dado en el algoritmo 6.1, cémo se representan las soluciones y
cudl es la condicién de fin.

e La condiciéon de fin en este caso es que la variable nivel vuelva a valer 0, pues
en ese momento hemos vuelto al nodo raiz e intentamos encontrar un hermano
suyo, lo que quiere decir que hemos recorrido todo el arbol. Al ser un pro-
blema de optimizacién habrd que obtener todas las posibles soluciones (las que
cumplen las restricciones) y tener almacenada una solucién éptima parcial que
se va actualizando al encontrar una nueva solucién con mayor beneficio.

e Una posible representacion de las soluciones la obtenemos de manera obvia del
planteamiento del problema. Se pueden representar en un array de 1 a n con
valores 0 6 1, indicando que no se mete un objeto o que si se mete. Este modo
de representar las soluciones corresponde a un 4rbol de bisqueda de la forma:

OO

2] 0o/ \ 1 0/ \1
)

Yoo

.
-

Pero hay otras representaciones posibles. Podemos considerar que una solucién
viene dada por un array z de 1 a n y valores entre 1 y n+ 1, indicando z[i] = j
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que el objeto j se mete en la mochila, y z[i] = n + 1 que no se mete un objeto
(sélo tenemos n objetos). Los valores también podrian ser de 0 a n, indicando un
0 que no se mete ningln objeto, pero la representacién que hemos elegido puede
ser mejor si la funcién generar la implementamos sumandole 1 al valor actual
de z[i], de modo que lo dltimo que se intentard con los objetos es no meterlos
en la mochila. Como no puede haber objetos repetidos y ademds no importa el
orden en que se introduzcan los objetos, y una vez que se decide no introducir
objetos no se sigue intentando introducir mas, el array donde se representan las
soluciones debe cumplir:

eli)| <zfi+1)Vi=1,...,n—1
zli) =zli+ 1] e zl]l=n+1

Esta representacién de las soluciones corresponde a un arbol de la forma:

x/[1] +1
N 7
N \_/

T T

. 2...n n+13...n n+ln+l

donde podriamos no considerar los nodos correspondientes al valor n + 1 porque
a partir de intentar poner el valor n lo inico que queda por hacer en el array
solucién es poner todos los demas valores a n + 1.

o La funcién solucion seria:

— Con la primera representacién, son nodos posible solucién sélo los termi-
nales, por tanto es:

RETURN (nodo terminal y criterio)

— Y con la segunda representacién todos los nodos representan una posible
solucién (sin mds que completar el resto del array con el valor n + 1), por
lo que la funcién solucion es simplemente:

RETURN criterio
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e Una posible funcién criterio devolverd TRUE si: los pesos acumulados hasta ese
momento no exceden la capacidad de la mochila y, una vez obtenida una solucién,
el beneficio maximo alcanzable a partir de ese nodo puede llegar a ser mayor que
el beneficio de la solucién éptima actual.

Los pesos acumulados se obtienen con la férmula:

nivel

Z WiT; (6.1)
i=1
con la primera representacién de las soluciones, y con la segunda:

nivel

Z: Wy, (6.2)

Estos pesos acumulados se obtienen en cada nodo en un tiempo constante utili-
zando el valor del peso acumulado hasta el nodo padre.

La otra cuestion es jcémo obtener una cota superior del beneficio obtenible a
partir de un nodo? Podemos considerar que el problema de la mochila 0/1 es un
caso particular del no 0/1, por lo que una solucién del problema 0/1 no puede
ser mejor que la éptima del no 0/1. Como tenemos un método de avance répido
para resolver el problema no (/1 de manera Gptima, utilizamos esta técnica en
cada nodo para obtener la cota superior.

e La funcién mas_hermanos es:
RETURN z[nivel] < 1 6 RETURN z[nivel] < n+ 1
dependiendo del arbol.

e La funcién generar puede ser en los dos casos z[nivel] = z[nivel] + 1, pero
inicializando x[i] a -1 en el primer drbol al pasar al primer descendiente de un
nodo, e inicializando z[i| = z[i — 1] + 1 en el segundo arbol.

e La funcidén retroceder serd hacer nivel = nivel — 1. Se podria poner la solucién
(z) a su valor inicial, pero si consideramos que se inicializa al generar el primer
hijo de un nodo (tal como hemos indicado en la funcién generar) no harfa falta
poner al valor inicial.

Ejemplo 6.2

Utilizamos el ejemplo con valores n =4, M =7, p = (2,3,4,5) y w = (1,2,3,4)
para ver como influyen los distintos factores del esquema del backtracking en el nimero
de nodos que se generan y por lo tanto en el tiempo de ejecucién. Los objetos estdn
ordenados de mayor a menor £, por lo que se puede aplicar el método de avance répido
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en el orden en el que estan para obtener la cota superior del beneficio en cada nodo tal
como hemos dicho.

Si no se poda el arbol de biuisqueda, con la primera representacion habria que
generar 31 nodos, y con la segunda 32 6 16, seglin que consideremos que se generan
los nodos etiquetados con n + 1 o que no se generan (el coste de su generacién es muy
pequenio en comparacién con el coste de los deméds nodos).

Si con el primer arbol se utiliza como funcién criterio que los pesos acumulados
no excedan de la capacidad de la mochila no se poda ningiin nodo, pues todos los que

podrian podarse son terminales, con lo que el numero de nodos generados sigue siendo
3l.

Si utilizamos el criterio completo el arbol de bisqueda quedaria:

donde los niimeros dentro de los nodos indican el orden en que se recorren, los valores
de w y p al lado de los nodos indican, respectivamente, el peso acumulado y la cota,
superior del beneficio maximo que se puede alcanzar a partir de ese nodo utilizando el
método de avance rdpido solucionando el problema como no 0/1, y quedindonos con
la parte entera ya que en nuestro problema los niimeros son enteros. Una flecha hacia
arriba indica cuando un nodo se poda cudl es la solucién que produce la poda. Aunque
hemos almacenado el peso acumulado en cada nodo (w), no se ha podado ningin nodo
por esta razon. Los nodos terminales son soluciones por lo que sélo aparece al lado
de ellos el valor de la solucién que representan. La solucién dptima la tenemos en el
nodo 15. El nodo 11 se poda la primera vez que pasamos por €él, pues en ese momento
ya tenemos una solucién (el nodo 9) con beneficio 9, y desde el nodo 11 no se puede
obtener beneficio mayor que 9. Pero los nodos 2 y 12 no se podan la primera vez que
pasamos por ellos sino al volver a ellos haciendo retroceso. En el nodo 2 la primera vez
que pasamos no se ha generado todavia ninguna solucién, pero la segunda vez se ha
generado una solucién con beneficio 9. Lo mismo ocurre con el nodo 12, que la segunda,
vez que pasamos por él se ha generado ya el nodo 15 con beneficio 10.
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Se han generado un total de 15 nodos, mientras que antes generdbamos 31. Vemos,
por tanto, que el uso de una buena funcién criterio nos puede reducir considerablemente
el nimero de nodos generados. Pero jqué pasa con el tiempo de gjecucion? El tiempo
de andlisis de cada nodo ha aumentado al utilizar esta funcién criterio, por lo que no
sabemos cudl de los dos métodos va a ser mas rapido. En general es preferible podar
la mayor cantidad de nodos posibles si el problema es grande, ya que el nimero de
nodos crece exponencialmente con el tamafio del problema, mientras que el coste de la
funcién criterio suele crecer de una manera mucho mas moderada.

Todavia podemos reducir mas el niimero de nodos si tenemos en cuenta que la
solucién del problema debe estar cerca de la solucién del problema no 0/1. En el proble-
ma no 0/1 se empieza introduciendo elementos en la mochila, mientras que generando
los valores del array solucién en el orden 0,1 estamos empezando no introduciendo los
objetos en la mochila. Puede ser preferible organizar el arbol con funcién generar en
la que se reste uno al valor de la solucién en vez de sumar 1, e inicializando a 2 en vez
de a -1. De este modo el arbol quedaria:

donde hemos pasado de 15 a 8 nodos cambiando el orden de generacién de las solu-
ciones, de manera que el encontrar antes la solucién éptima nos produce podas més
productivas. Aqui vemos que el nodo terminal nimero 5 no es solucién porque su peso
acumulado sobrepasa la capacidad de la mochila.

Para llegar a una solucién tenemos que llegar hasta un nodo terminal, pero con
la, otra representacion de las soluciones que hemos visto todos los nodos representan
una solucion, con lo que podemos empezar a podar antes. Utilizando el otro arbol
de soluciones se generan 6 nodos en vez de 8. En este caso al lado de cada nodo hay
tres valores: el peso acumulado, el beneficio maximo alcanzable, y el beneficio de la
solucién que representa el nodo.
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6.4 Problemas

Problema 6.1 Representamos un laberinto por una matriz cuadrada M (i, j) con 1 <
1<nyl<j<n,donde cada componente puede tomar el valor A o C, indicando una
A que la posicidn estd abierta y una C que esté cerrada. Por una casilla abierta se puede
pasar y por una cerrada no. Desarrollar un algoritmo que genere todos los caminos
que empezando por M(1,1) acaben en M(n,n). Hay sélo dos posibles movimientos:
hacia abajo y hacia la derecha. Representar el drbol de bisqueda correspondiente a:

AlAlA|C|C
A|CIA|AA
A|CIA|C A
A|CIA|AA
AlAA|IC A

Problema 6.2 Disenar un programa para, dado un conjunto de nimeros enteros po-

sitivos {1, %, . .., Ty}, obtener todos los subconjuntos que sumen otra cantidad dada
C.
Problema 6.3 Disefiar un programa que encuentre los n enteros positivos z1, s, ..., T,

que, dado otro entero positivo N, minimicen 7, 22 y cumplan que Y%, z; = N.

Problema 6.4 Si tenemos n nimeros enteros z,Zq,...,2, y otro entero N, hacer
un algoritmo que encuentre un subconjunto {yi,ys,...,Y%m} de {21,22,...,2,} que
minimice el valor [N — 37", y;].
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Problema 6.5 Se quiere hacer un programa por Backtracking que resuelva un rom-

pecabezas consistente en rellenar una plantilla cuadriculada con unas ciertas piezas

(dibujo). Explicar cémo se podria representar una solucién, cémo serfa el drbol de

soluciones, cual seria la condicién de final, y cémo serian los procedimientos ” generar”,
7 ”solucion” y "mas_hermanos”.

" criterio”,
T o [
Solucién:

El 4rbol de soluciones podria ser de profundidad 6 (en general n si n es el nimero
de piezas de que disponemos) y en cada nivel se podria decidir la posicién en que se
pone una pieza (en el nivel 1 la pieza 1, en el nivel 2 la 2, ...). Puede ocurrir que no
todas las piezas intervengan en la construccion del puzzle, en cuyo caso en cada nivel
se incluiria un nodo mas que representara esta posibilidad.

Cada pieza se puede intentar poner en una de las 16 casillas del damero y en una de
las cuatro posibles posiciones de giro, lo que nos dard 64 posibilidades. Si consideramos
que todas las piezas intervienen en la solucién cada nodo no terminal tendrd 64 hijos,
y si consideramos que hay piezas que pueden no intervenir 65 hijos.

Una solucién vendra dada por un array con 6 registros, indicando el registro -
ésimo como se ha colocado la pieza i-ésima. Por tanto, los registros tendrdn cuatro
campos: el primero indicara si se ha colocado o no, el segundo la posicién de giro, y el
tercero y cuarto la posicién de colocacion en el tablero (esta posicién tiene que estar
referida a un cuadrado distinguido que deberd tener cada pieza).

Asi, un arbol seria, suponiendo que consideramos que pueda no incluirse una, pieza:

/
/

1,4,4,40

Tendremos un contador que indique por qué nivel vamos y otro que indicard por
cudl de los 65 nodos. Le llamaremos nivel al primero y nodo al segundo.
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nodo estard inicializado a -1, y la funcién generar lo que hard serd sumarle 1 y
calcular a partir del valor de nodo a qué nodo del arbol corresponde, y calcular la
representacion en forma de cuadrupla, que es lo que necesitamos para poder almacenar
la solucién:

generar(nivel,nodo):

nodo = nodo + 1

si nodo =0
solucion|nivel] = (0,0,0,0)

en otro caso
solucion|nivel].campol = 1
solucion[nivel].campo2 = (nodo — 1) mod 4 + 1
solucion|nivel].campo3 = (nodo — 1) DIV 16 + 1
solucion|nivel|.campod = (nodo — 1) DIV 4+ 1

finsi

mas_hermanos comprobard si hay mas hermanos que generar, por lo que serd
TRUE si nodo < 65.

La funcion criterio determinard si a partir de un nodo se puede llegar a solucién.
Para esto necesitamos saber si la pieza que estamos intentando encajar se sale del
tablero o se pone encima de alguna de las puestas. Necesitamos un array 4 x 4 (n X n)
que represente la situacién del tablero, indicando un 0 que no hay nada en esa posicién
y un 1 que si hay. Si una pieza la representamos con un niimero indicando el namero de
cuadrados de la pieza distintos del cuadrado distinguido, y pares de nimeros indicando
el desplazamiento de los cuadros respecto al distinguido, la representacién de

serfa {3, (1,0),(1,1),(2,1)}.
Segin estas consideraciones, para comprobar si se cumple el criterio habria que
hacer:
nuevapieza = girar(solucion|[nivel|.campo?2, pieza)
criterio=TRUE
para i = 0 hasta numero de cuadrados
si NOT encaja(i, pieza)
criterio = FALSE
finsi
finpara
donde girar recibira el nimero de giro a hacer y la representacién de la pieza y dara
la representacién con ese giro, y encaja comprobard si el cuadrado ¢-ésimo de la pieza
encaja en el tablero (no se sale de él ni se solapa con una posicién ocupada).
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solucion nos diria si estamos en un nodo solucidn, y esto ocurre si nivel =6 y se
cumple el criterio.

La condicién de fin serd cuando solucion devuelva TRUE, si consideramos que con
las piezas que nos dan se va a poder contruir el rompecabezas, o también que nivel sea
0 si no tiene porqué poderse construir el rompecabezas.

Problema 6.6 En una tabla con n filas y m columnas, con m < n, se representan las
posibilidades de que unos determinados trabajadores realicen unos trabajos. Un 0 en
la fila ¢ columna j representa que el trabajador i-ésimo no puede realizar el trabajo
j-ésimo, y un 1 en dicha posicién representa que si lo puede realizar. Disehar un
algoritmo por backtracking que resuelva el problema de asignacién de trabajos a los
trabajadores teniendo en cuenta que a cada trabajador se le puede asignar un trabajo
0 ninguno, y que cada trabajo se asigna a un tinico trabajador.

Solucion:

La solucién se almacenard en un array solucion[l..n| de valores entre 0 y m, siendo
solucionli] el trabajo asignado al trabajador i-ésimo, si es 0 no se ha asignado ningin
trabajo a ese trabajador, por lo que inicialmente solucion tiene todos sus valores a 0, o
a -1 para que la primera vez que se aplique la funcién generar se genere solucion|[i] = 0.

Se puede utilizar un array asignado[l..m] de booleanos para indicar si un trabajo

estd asignado o no.

El 4rbol de soluciones sera:
00 1 é 20 . . mO

/
/

0 1% - mO

donde en el nivel i-ésimo decidimos el trabajo a realizar por el trabajador i-ésimo.
Las funciones del esquema del backtracking seran:
generar(solucion, nivel):
devolver solucion[nivel] + 1
para lo que necesitaremos (para empezar por 0) que solucion esté inicializado a -1.
mas_hermanos(nivel):
devolver solucion[nivel] < m
pues si toma el valor m el nodo no tiene mas hermanos y no se pueden generar mas
hijos del nodo padre del actual.
criterio(solucion, nivel):
devolver tabla[nivel, solucion[nivel]] = 1 y asignado[solucion[nivel]] = FALSE
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(si no utilizdramos asignado tendriamos que recorrer el array solucion hasta el nivel
actual para ver si se ha asignado el trabajo).
solucion(solucion, nivel):
devolver correcto(solucion,nivel) y nivel =n
La condicién de fin en este caso seria que una variable booleana fin sea TRUE
(tomard este valor cuando solucion(solucion, nivel) = TRUE) o nivel = 0 (en cuyo
caso no habrfa solucién para este problema).

Problema 6.7 Dado un conjunto de pares de nimeros naturales
S ={(z1,11),(z2,Y2) -, (Zn,yn)}, resolver por backtracking el problema de obtener
de entre todos los subconjuntos (no vacios) de S el de menor diferencia en valor ab-
soluto entre lo que suman las primeras componentes y lo que suman las segundas.
Es decir, si un subconjunto es {(u1,v1), (u2,v2),..., (tm,vm)}, hay que minimizar
| 2w — XL vil.

Se utilizard un esquema similar al no recursivo visto en clase, con funciones ”ge-
nerar”, "mas_hermanos”, "solucion” y "criterio”, y se indicard cémo se representan las
soluciones y cudl es la condicidn de fin.

Solucién:

Supondremos que el conjunto de pares se representa por medio de dos arrays z e
y con indices de 1 a m, siendo z[i] = z; y y[i] = ;-

La solucién se va a representar con un array s con indices entre 1 y n. Este array se
considera inicializado a cero, y al final de la ejecucién un valor distinto de cero, s[i] = 7,
indicara que se ha tomado el par j-ésimo. Dado que la solucién no se representa con
un array de valores binarios (0 6 1), el drbol de biisqueda serd de la forma

y en el nivel uno se decidird cudl es el primer par de la solucién, en el dos cudl es el
segundo, ...
El esquema del backtraking visto en clase es:
PROCEDURE Backtracking(n:INTEGER)
VAR
niwel:INTEGER
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fin:BOOLEAN
BEGIN
nivel =1
fin=FALSE
s[1] = generar(nivel)
REPEAT
IF solucion(nivel)
fin =TRUE
ELSIF criterio(nivel)
nivel = nivel + 1
s[nivel] = generar(nivel)
ELSIF mas_hermanos(nivel)
s[nivel| = generar(nivel)
ELSE
WHILE NOT mas_hermanos(nivel)
retroceder (nivel)
ENDWHILE
s[nivel] = generar(nivel)
ENDIF
UNTIL fin

ENDBacktracking
pero este esquema, corresponde al caso de querer encontrar una solucién sabiendo que
hay alguna, por lo que tenemos que modificarlo para que se resuelva nuestro problema
de optimizacion utilizando el arbol de bisqueda que utilizamos.

Dado que en nuestro arbol todos los nodos son posible solucién, la funcién solucion
simplemente devolveria true, y cuando se encuentra una solucién no se para la biisqueda,
sino que se compara con una solucion optima actual s,y y si la nueva solucién es mejor
que Sop se actualiza s,y. Hay un inico caso en que se puede parar la bisqueda, que
es cuando la diferencia entre la suma de las primeras componentes y las segundas vale
cero.

La funcién citerio nos indica si a partir del nodo que vamos explorando podemos
llegar a una solucion. Como todos los nodos son posibles solucion, todos los nodos
cumpliran el criterio salvo los terminales. De este modo:

criterio(nivel):

return s[nivel] # n

La funcién mas_hermanos devuelve true si el nodo tiene mas hermanos a la
derecha, y esto ocurre en el tipo de drbol que hemos escogido si el nodo no es ter-
minal, por lo que esta funcién serd igual que la criterzo.

En cada nodo tendremos calculado el valor de la diferencia entre los z y los y
incluidos, por lo que al movernos de nodo (generar y retroceder) se varia ese valor.

La funcién generar genera el siguiente nodo a explorar. Cuando se genera el primer
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hijo de un nodo se hace con s[nivel] = s[nivel —1]+1, pero cuando no es el primer hijo
se hace con s[nivel] = s[nivel] + 1. Por tanto, debemos tener alguna manera de saber
si estamos generando el primer hijo o no. Si se ha inicializado s a 0, tendremos que
si s[nivel] = 0 vamos a generar el primer hijo, y si es distinto de cero no es el primer
hijo. Ademas de la inicializacién de s a cero es necesario que al retroceder se vuelva a
dejar s[nivel] = 0, pues a partir de ahi se empezard por el primer hijo de otro nodo.
El cédigo de generar puede ser:
generar(nivel):
si s[nivel] =0
s[nivel] = snivel — 1] +1
en otro caso
valor = valor — x[s[nivel]] + y[s[nivel]|
s[nivel] = s[nivel] + 1
valor = valor + z[s[nivel]] — y[s[nivel]]
Para que esta funcién sirva para todos los niveles es necesario tener s[0] = 0, por lo
que consideraremos s con indices entre 0 y n.
Antes de retroceder hay que actualizar valor quitando la asignacién hecha:
retroceder (nivel):
valor = valor — z[s[nivel]] + y[s[nivel]]
s[nivel] = 0
nivel = nivel — 1
Como estamos en un problema de optimizacién hay que recorrer todo el arbol, por
lo que la condicién de fin serd que se vuelva al nodo raiz o que, como ya hemos dicho,
se obtenga una solucién con valor O que no se puede mejorar.
Con estas consideraciones podemos modificar el esquema general para obtener uno
adecuado para nuestro problema:
PROCEDURE Backtracking(nINTEGER)
VAR
nivel:INTEGER
fin:BOOLEAN
BEGIN
nivel =1
fin=FALSE
s+ 0
Sopt 0
valoTep = 00
valor =0
s[1] = generar(nivel)
REPEAT
IF solucion(nivel) /*Que devuelve true, por lo que este IF se puede quitar*/
IF mejor(s,Sept)
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copiar (s,5up)
valor gy = valor
IF valorgp: = 0
fin =TRUE
ENDIF
ENDIF
ENDIF
IF criterio(nivel)
/*Ya que solucion es siempre true hay que comprobar siempre si se cumple el
criterio*/
nivel = nivel + 1
s[nivel] = generar(nivel)
ELSIF mas_hermanos(nivel)
s[nivel| = generar(nivel)
ELSE
WHILE nivel # 0 AND NOT mas_hermanos(nivel)
retroceder (nivel)
ENDWHILE
IF nivel # 0
s[nivel] = generar(nivel)
ENDIF
ENDIF
UNTIL fin OR nivel =0
ENDBacktracking
Donde mejor compararia los valores absolutos de s y sq; y devuelve true si es menor
el de s, y copiar copiaria el primer pardmetro en el segundo.

Problema 6.8 Supongamos que hay » hombres y n mujeres, y que tenemos dos ma-
trices P y @ de dimensiones n X 1, donde P[i, j] indica el grado de aversién que siente
el hombre 4 por la mujer j, y Q[i, 7] el grado de aversién que siente la mujer i por el
hombre j. Programar un algoritmo por backtracking que encuentre un emparejamiento
entre los n hombres y las n mujeres de forma que la suma, del producto de las aversiones
sea minimo. Nota: el grado de aversién es un valor mayor o igual a 0.

Problema 6.9 Dado un conjunto de nimeros naturales X = {z,zo,...,2,} y otros
dos nimeros naturales N; y Ns, hacer un programa por backtracking que encuentre
todos los subconjuntos de X cuya suma S sea Ny < S < N,. Programar las funciones
"generar”, "mas_hermanos”, ”solucion” y ”criterio”, e indicar cémo se representan las

soluciones, cémo es el arbol de soluciones y cudl es la condicién de final.

Problema 6.10 Dado un conjunto de ndmeros enteros positivos ({21, a,...,Zn})
y otro niimero entero positivo N, resolver por backtracking, utilizando alguno de
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los esquemas no recursivos vistos en clase, el problema de obtener un subconjunto
({y1,v2,---,Ym}) de dicho conjunto de nimeros que minimice el valor D = N — y; *
Yo * ... % Ym, siendo D > 0. Dar el esquema que habria que utilizar, indicar cudl es la
condicién de fin, cmo es el drbol de bisqueda y cémo se representan las soluciones, y
c6mo son las funciones ”generar”, "mas_hijos”, ”criterio” y "solucion”.

Solucién:

Consideraremos un arbol del tipo:

donde n = 3. El arbol tendrd n niveles, y en cada nivel se decidird el nimero a incluir
en el conjunto.

La solucién se almacenard en un array s : arrayl[l,...,n| de valores entre 0 y n,
indicando un 0 que no se afiade ninglin nimero y s[i] = j, con j # 0 que se incluye en
el conjunto el nimero ;. Ademds, serd afi] < a[j]sii< jy a[j] #0,y siaj] =0serd
ali] =0 Vi > j. s estard inicializado a 0.

Como es un problema de optimizacién se acabara cuando se recorra todo el arbol,
lo que ocurrira cuando se regrese al nodo raiz. Pero, por las condiciones del problema,
también se puede acabar cuando D = 0, en cuyo caso no se puede mejorar la solucion.
Ademds, tendremos un array SOA : arrayll,...,n] donde se almacenard la solucién
6ptima actual que estard inicializado a 0, indicando el conjunto vacio; y una variable
VOA donde se almacenard el valor de la solucién dptima actual, que estard inicializado
a N. Cada vez que se llegue a un nodo que represente una solucién (que son todos los
nodos del drbol que cumplan la restriccién del problema) se comprobard si se actualizan
SOAy VOA.

Utilizaremos otra variable auxiliar (producto) donde se almacenard el producto de
los numeros tomados hasta ese momento, y se inicializard a 1. Esta variable habra que
actualizarla cada vez que cambiemos de un nodo a otro en el arbol.

Las funciones del esquema del backtracking seran:

Como todos los nodos son posible solucion sélo es necesario comprobar si cumplen
la restriccion:

solucion:

return N — producto > 0
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Un nodo cumplir el criterio si cumple la misma restriccién y no es un nodo ter-
minal:
criterio:
return N — producto > 0y s[nivel] < n
donde nivel es la variable que indica el nivel por el que vamos.
Un nodo tiene mds hermanos si no es terminal:
mas_hermanos:
return s[nivel] <n
La generacidn de un nodo es distinta si es el primer hijo de otro nodo que si no es el
primero. Para que el caso de generar el primer hijo de un nodo sea general necesitamos
que el array s tenga indices desde 0 y que s[0] = 0:
generar:
si s[nivel] =0
s[nivel] = s[nivel — 1] + 1
producto = producto * Tg[pivel]
en otro caso
producto = producto/ Typiver
s[nivel] = s[nivel] + 1
producto = producto * Typivel
finsi
Y el esquema del algoritmo quedaria:
nivel =1
SOA+ 0
VOA=N
s+ 0
producto =1
generar
repetir
si solucion
si N — producto < VOA
VOA = N — producto
SOA + s
finsi
finsi
si criterio
nivel = nivel + 1
generar
en otro caso si mas_hermanos
generar
en otro caso
mientras no mas_hermanos y nivel # 0
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producto = producto/ T sfnivel]
s[nivel] =0
nivel = nivel — 1

finmientras

si nivel # 0
generar

finsi

finsi
hasta nivel =00 VOA =0

Problema 6.11 Resolver el problema del grafo multietapa por medio de un back-
tracking con un esquema similar al visto en clase: decir cémo seria el drbol, cémo
se representan las soluciones, cudl es la condicién de fin, cémo serian las funciones
"generar”, "solucion”, "mas_hermanos” y "criterio”, y dar el esquema completo para
resolver el problema.

Solucién:

Suponiendo la representacién del grafo por matriz de adyacencia el 4rbol de solu-
ciones sera un arbol n-ario, aunque cada nodo tendrd un méximo de v hijos véalidos, y
los nodos de nivel m — 1 un maximo de uno.

Como es un problema de optimizacion se acabard cuando se vuelva al nodo raiz,
en cuyo caso se habra recorrido todo el arbol.

La solucién se almacenard en un array s inicializado a 0.

Consideraremos en el esquema que oo representa un nimero suficientemente grande
que se puede sumar y restar sin problemas. Esto lo hacemos asi para evitar el tratar
de manera distinta los pesos que corresponden a aristas del grafo y el peso oo que
corresponde a que no exista la arista.

El esquema del algoritmo sera:

nivel =1

s[i] =1

SOA + 0 (*array donde se almacena la solucién 6ptima actual*)

s+ 0

VOA=00 (*valor de la solucién 6ptima actual™)

valor =0  (*contendrd el valor de la solucién que estamos formando™)

repeat

if solucion(nivel)
if valor < VOA

SOA « s
VOA = valor
endif

endif
if criterio(nivel)
nivel = nivel + 1
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s[nivel] =generar(nivel)
else if mashermanos(nivel)
valor = valor — t[s[nivel — 1], s[nivel]|
s[nivel] =generar(nivel)
else
while not mashermanos(nivel) and nivel # 1
valor = valor — t[s[nivel — 1], s[nivel]|

s[nivel] =0
nivel = nivel — 1
endwhile
if nivel # 1
s[nivel] =generar(nivel)
endif
endif

until nivel =1
donde las funciones son:
solucion(nivel):
return nivel =m
(*hemos llegado al dltimo nivel*)
criterio(nivel):
return valor < VOA
(*no hemos sobrepasado el VOA y podemos mejorar la solucién éptima
actual*)
generar (nivel):
valor = valor + t[s[nivel — 1], s[nivel] + 1]
return s[nivel] + 1
(*genera los hijos independientemente de que exista la arista o no*)
mashermanos(nivel)
return snivel] <n
Obviamente las funciones se pueden implementar de muchas maneras distintas,
quizds mds eficientes que la que aqui se muestra, pues por cada nodo estamos generando
n descendientes, mientras que hay un maximo de v y en el penultimo nivel de uno.
Como la funcién generar genera descendientes sin comprobar si hay una arista que une
los dos vértices, las funciones solucion y criterio hacen el trabajo de eliminar los nodos
que no representan aristas del grafo.

Problema 6.12 Resolver por Backtracking el problema de 1a devolucién de monedas
con el siguiente planteamiento: minimizar el nimero de monedas a devolver para dar
una cantidad C' si tenemos monedas de n tipos, estando los tipos de las monedas en un
array tipos: array[l,...,n] of integer, y teniendo de cada tipo una cierta cantidad de
monedas, estando estas cantidades almacenadas en un array cantidad: array|[l,...,n]of
integer (de la moneda de tipo tipos[i] podemos dar una cantidad entre 0y cantidad]i]).
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Hay que decir qué estructuras de datos se utilizarian, cémo serd el arbol de soluciones,
c6mo se representan las soluciones, cudl es la condicion de fin, y programar las funciones
”generar”, "solucion”, "mas_hermanos” (o "mas_hijos”), "criterio” y el esquema del
método.

Solucién:

El érbol de bisqueda de la solucién tendrd n niveles (méds el del nodo raiz), de-
cidiéndose en el nivel 4 cudntas monedas del tipo ¢ se dan, por lo que la cantidad de
hijos de un nodo del nivel i serd cantidad[i + 1] + 1, pues necesitamos un valor que
indique que no se da ninguna moneda del tipo ¢. Por tanto los hijos de un nodo estaran
numerados de cero hasta cantidad|i + 1], indicando ese niimero el niimero de monedas

que se dan de ese tipo:

0 %9\C>

AN
OQ 1 Q cantidad|2]

cantidad|[1]

Las soluciones se almacenan en una tabla s con indices entre 1 y n, siendo s[i] un
valor entre 0 y cantidad[i], indicando s[i] = j que en la solucién se dan j monedas de
tipo 7. El array s estara inicializado a -1 y en la generacién se sumard uno a ese valor,
por lo que el 4rbol de busqueda se recorrerd de izquierda a derecha segiun la figura
anterior.

Como es un programa de minimizacion, la condicién de fin sera que se haya recor-
rido todo el arbol, y por tanto que la variable nivel, que indica el nivel que vamos
explorando, vuelva a valer cero.

Con el tipo de arbol que estamos utilizando sélo son nodos posible solucién los
nodos terminales y que sumen la cantidad C. La funcién solucion seré:

solucion(nivel):

return nivel =n and Y7 tipos[i] * s[i] = C
El sumatorio sirve para hacer la suma del valor de las monedas que damos, pero seria
mejor (menor tiempo de ejecucién) utilizar una variable global, que se podria llamar
suma, donde se almacena la cantidad que se lleva dada. Esta variable tendrd que
modificarse cada vez que se varie de nodo en el arbol. La funcién solucion queda:
solucion(nivel):
return nivel =n and suma =C

Se pueden seguir generando nodos cuando no estemos en un nodo terminal y el
valor de las monedas que damos hasta ese momento no supere a la cantidad a devolver.
La funcién criterio sera:
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criterio(nivel):

return nivel # n and suma < C
Un nodo tendra mds hermanos cuando no estemos en el ultimo nodo de ese nivel:
mas_hermanos(nivel):

return s[nivel] < cantidadnivel]

En la funcién generar modificaremos la variable valor y, como queremos minimizar
el nimero de monedas a dar, utilizaremos otra variable (monedas) que indique el
niumero de monedas que contiene la solucidn, y que también se actualizard en generar.
Si s[nivel] = 0 no se actualiza monedas, y si no es cero se le sumard una moneda mds:

generar(nivel):

s[nivel] = s[nivel + 1
if s[nivel] # 0
suma = suma + tipos[nivel|
monedas = monedas + 1
endif

Para completar el esquema del algoritmo necesitamos una variable (SOA) que
almacene la solucién 6ptima actual, y que serd un array con indices de 1 a n y valores
iniciales -1, y una variable (VOA) que contenga el nimero de monedas que se dan
en la solucién 6ptima actual, y que inicialmente puede tener un valor oo que indique
que no tenemos solucién. Si al acabar la ejecucién VOA sigue teniendo ese valor el
problema no tiene solucién. Cuando se llega a un nodo solucién habra que comparar
con la solucién 6ptima actual para ver si se mejora.

Ademds, en la parte de retroceso del esquema habrd que actualizar las variables
suma y monedas y volver a poner s[nivel| a -1 para que al volver a bajar en el drbol
empecemos por el valor cero.

El esquema seria:

monedas = 0

suma = 0
SOA « -1
VOA =
s+ —1

nivel =1
generar(nivel)
repeat

if solucion(nivel)
if monedas < VOA
VOA = monedas
SOA + s
endif
endif
if criterio(nivel)
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niwvel = nivel + 1
generar(nivel)
else if mas_hermanos(nivel)
generar(nivel)
else
while not mas_hermanos(nivel) and nivel > 0
monedas = monedas — s[nivel]
suma = suma — s[nivel] * tipos[nivel]

s[nivel] = —1
nivel = nivel — 1
endwhile
if nivel > 0
generar(nivel)
endif

endif
until nivel =0

Problema 6.13 a) Programar un algoritmo de backtracking no recursivo segin uno
de los esquemas vistos en clase para el problema de dado un conjunto de n nimeros y
una serie de n — 1 operaciones binarias entre ellos, encontrar las posibles expresiones
que den un resultado N. Las expresiones no tendran paréntesis y las operaciones se
harén siempre de izquierda a derecha, ejemplo 3*44+2=14. Hay que indicar cémo es el
arbol de soluciones, cual es el criterio de fin, programar el esquema que se utiliza y las
funciones generar, solucion, criterio, mas_hermanos y retroceder.

b) Dar una idea para disminuir el nimero de nodos que se generan.

¢) Estudiar el niimero de nodos que se generan.

Solucién:

a) Como se trata de encontrar las posibles expresiones que den un resultado hay
que recorrer todo el arbol buscando soluciones y cuando se encuentra una tratarla
(puede ser escribirla en pantalla, en un fichero, en una lista de soluciones, ...).

Para ver la forma que tendrd el 4rbol, dado que tenemos n nimeros y n — 1
operadores, primero habrd que elegir un niimero (en el ejemplo 3, 4 0 2), en el siguiente
nivel un operador (en el ejemplo * 0 +), en el siguiente otro nimero de los que todavia
no se han elegido (si en el ejemplo se habia elegido el 3 se podra elegir el 4 0 el 2), y asi
sucesivamente. En los niveles impares se elegiran nimeros y en los pares operadores.
El orden en que se tomen los numeros y los operadores importa, por lo que en cada
nivel probaremos a tomar todas las posibilidades pero si la eleccién que hacemos ya se
habia hecho antes (lo cual nos lo dird la funcién criterio) no se continda por ese nodo.

Con el ejemplo 3,4,2 y *,+ el arbol serfa:
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donde, por motivos de claridad, no aparecen los nodos que representan elecciones repeti-
das y por los que no se seguird la bisqueda.
Dado que se buscan todas las configuraciones el esquema del algoritmo sera:
nivel =1
generar(s,nivel)
repeat
if solucion(s,nivel)
tratar(s)
endif
if criterio(s,nivel)
nivel + +
generar(s,nivel)
else
while (nivel # 0) and (not mas_hermanos(s,nivel)
retroceder(s,nivel)
endwhile
if nivel # 0
generar(s,nivel)
endif
endif
until nivel =0
Tanto si el nodo es solucién como si no lo es se comprueba, con la funcién criterio si se
puede continuar hacia abajo en el 4rbol, y si no se puede se comprueba si tiene més
hermanos para seguir por ellos o retroceder, poniendo como limite del retroceso que se
vuelva al nodo raiz.
Programamos las funciones:
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o Un nodo serd solucién si es terminal y la expresién da una cantidad N:
solucion(s,nivel):
return (nivel = 2n — 1 and evaluar(s,nivel) = N)

donde evaluar evalia la expresion formada. De esta manera el tiempo de ejecucion
de la funcién solucion es lineal, y se puede hacer constante si en vez de evaluar la
expresion se van evaluando las subexpresiones que se van formando en cada nodo.
Esto tiene el problema de que al retroceder o cambiar a un nodo hermano hay
que deshacer operaciones, para lo que habria que tener un array de operadores
inversos de los que tenemos. No lo haremos de esa manera por simplicidad.

o La funcién criterio comprueba si se puede seguir hacia abajo en el drbol y si el
operador u operando que estamos tomando ha sido tomado ya. Para esto ten-
dremos una array operandos y otro operadores que seran de enteros, indicando su
valor el niimero de veces que se ha tomado un operador u operando. Inicialmente
estan a 0, y las dimensiones son n para operandos y n — 1 para operadores.

criterio(s,nivel):
if impar(nivel)
return(nivel # 2n — 1 and operandos[snivel]] = 1)
else
return operadores|s[nivel]] = 1
endif

Donde suponemos que tenemos una funcién impar que nos dice si un nimero es
impar o no. La configuracién estd bien si el operador u operando aparece sélo
una vez en la expresion.

o El array s estard inicializado a 0, lo que indica que no se ha tomado ninguna
decisién en cada nivel. El valor de s[i| = j indica que en la posicién i de la
expresion se toma el j-ésimo numero u operador, por lo que la funcién generar
consiste en sumar uno a s[nivel|, pero ademds habrad que indicar como tomado
el correspondiente operador u operando, y si se genera un nodo hermano de otro
generado anteriormente hay que deshacer la decisién anterior:

generar(s,nivel):
if s[nivel] # 0
if impar(nivel)
operandos|s[nivel]] — —
else

operadores|s[nivel]] — —
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endif
endif
s[nivel] ++
if impar(nivel)
operandos[s[nivel]] + +
else
operadores|s[nivel]] + +
endif
e En mas hermanos se comprueba si hemos evaluado hasta el operando n o el
operador n — 1:
mas_hermanos(s,nivel):
if impar(nivel)
return s[nivel] # n
else
return s[nivel] #n — 1
endif
o Al retroceder se vuelve a poner el valor inicial en s y se sube de nivel, pero indi-
cando que el operador u operando ultimo que se habia tomado deja de tomarse:
retroceder(s,nivel):
if impar(nivel)
operandos(s[nivel]] — —
else
operadores(s[nivel]] — —
endif
s[nivel] =0

nivel — —
b) En general no se pueden eliminar nodos, pero si en algunos casos concretos:

e Si la primera operacion que se toma es conmutativa, en los tres primeros niveles
del arbol se pueden eliminar la mitad de los nodos. Esto se ve en el arbol ejemplo
donde se toma 3 % 4 pero no hace falta tomar 4 % 3, ... Habria que modoficar la
funcién criterio para que trabajara de manera especial en el nivel tres.
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¢ Si todos los operandos son positivos y todos los operadores incrementan el valor
(son por ejemplo * y +), cuando la evaluacién de la expresién parcial que llevamos
pase de NV no es necesario seguir. Esto se podria hacer comprobando antes de
empezar si el problema es de estas caracteristicas y si lo es utilizar otra funcién
criterio que incluya la evaluacion de las subexpresiones en los niveles impares.

¢) Tenemos el nodo raiz, mas n nodos en el primer nivel, n(n — 1) en el segundo
nivel, n(n —1)(n—1) en el tercer nivel (no consideramos los nodos que se evalian pero
por los que no se sigue), n(n — 1)(n — 1)(n — 2) en el cuarto nivel, ... De este modo el
numero de nodos es:

1+n+n(n—1)+n(n—-1)(n—1)+n(n—1)(n—1)(n—2)+n(n—-1)(n—1)(n—2)(n—2)+... =

1+n+n(n—1)+n(n—1)*(n—1)+n(n—1)*(n—2)*(n—2)+. . .+n(n—1)*(n—2)+.. .+2’+1

> nl(n —1)!

Problema 6.14 Consideramos n profesores que tienen que dar una cantidad m de
horas de clase, estando el nimero de horas de clase que da cada profesor almacenado
en un array h = (hy, ha,...,hy), siendo hy + hg + ... + h, = m. Para atender las
preferencias de dichos profesores se permite a cada uno de ellos que asigne un total de
m penalizaciones en los m huecos del horario, con lo que se puede obtener una tabla
de penalizaciones como la siguiente cuando m =4, n =3y h=(2,1,1):

012210
0122
1(0]1)2

Se pretende hacer una asignacién de horas que minimice la penalizacién total.
Programar un algoritmo por backtracking para resolver este problema. Indicar la
forma, del arbol de soluciones, del array solucion, la condicién de fin, programar el
esquema, utilizado y las funciones ”generar”, ”solucion”, "hermanos”, "retroceder” y
"criterio”. Indicar cdmo funcionaria el programa con el ejemplo anterior.

Solucién:

En cada nivel del arbol se decide a qué profesor se asigna una hora. El drbol tendra
m niveles, mas el raiz, y cada nodo tendrd un maximo de n hijos. En el nivel ¢ se decide
a quién se asigna la hora 7.

La solucién serd un array s con indices de 1 a m (uno por hora), y valores de 0 a
n, indicando valores de 1 a n el profesor al que se asigna la hora, y el valor 0 indica
que no se ha asignado. Por tanto s estard inicializado a 0.
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La condicién de fin serd que se vuelva al nodo raiz, pues es un problema de opti-
mizacién. Se recorrera todo el arbol comprobando en cada nodo solucién si la solucién
que representa tiene una penalizacion menor que la solucién éptima actual; para esto
se utilizara un array SOA inicializado a 0, donde se almacena la solucién éptima actual
y que tendr4 al final de la ejecucién la solucién, y una variable VOA que contendrd la
penalizacién de la SOA y que estard inicializado a mn + 1.

Como es un problema de optimizacién el esquema es:

SOA+0

VOA=mn+1

s+ 0

v =0 (Tendré la penalizacién que llevamos hasta ahora)

nivel =1

generar(s,nivel,v)

repeat

if solucion(s,nivel)
ifv <VOA
SOA + s
VOA=v
endif
endif
if criterio(s,nivel,v)
nivel + +
generar(s,nivel v)
else
while nivel # 0 and not hermanos(s,nivel)
retroceder(s,nivel,v)
endwhile
endif
if nivel # 0
generar(s,nivel,v)
endif

until nivel =0

Un nodo serd solucion si es terminal y la asignacién que se ha hecho no viola la
restriccion del nimero de horas que tiene que dar cada profesor. Cuando se asigne una
hora se restard uno al numero de horas a dar por el profesor, por lo que en un nodo
terminal el nimero de horas que le quedan tiene que ser cero:

solucion(s,nivel):

return nivel = my h[nivel] =0

Un nodo tendra mds hermanos si no es el correspondiente al ultimo profesor:

hermanos(s,nivel):

return snivel] <n
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Se puede seguir hacia abajo en un nodo si no es terminal, si no se han asignado
horas de mas al profesor, y si la penalizaciéon que llevamos no supera la de la SOA,
pues en este caso, y por ser las penalizaciones valores mayores o iguales a cero, no se
puede mejorar la solucién que tenemos como dptima:

criterio(s,nivel,v):

return nivel < my hlnivel] >0y v < VOA

Al generar se suma uno al valor que tengamos en s, para lo que se ha inicializado
s a 0; se actualiza v y el numero de horas asignadas al profesor. Si se esta generando
un nodo hermano de otro habrd que quitar la penalizacién que se habia anadido por
ese nodo y sumar uno al nimero de horas disponibles del profesor:

generar(s,nivel v):

if s[nivel] # 0
v = v — p[s[nivel], nivel]
h[s[nivel]] + +
endif
s[nivel] + +
v = v + p[s[nivel], nivel]
h[s[nivel]] — —

Antes de retroceder hay que quitar la penalizacién que se habia acumulado por la
ultima asignacién, sumar uno al nimero de horas disponibles del profesor, y volver a
poner s al valor inicial:

retroceder(s,nivel,v):

v =v — p[s[nivel], nivel]

h[s[nivel]] + +
s[nivel] = 0
nivel — —

Mostramos a continuacién el funcionamiento del algoritmo con el ejemplo. En
la figura aparece dentro de cada nodo el niimero que ocupa en el recorrido, y al
lado la solucién parcial o total (en los terminales) que representa, y el valor de la
variable v. Cuando aparece la palabra No se indica que no se cumplen las restric-
ciones en cuanto al numero de horas de cada profesor, por lo que la funcién criterio
descartara seguir por ese nodo. Cuando aparece algo como 2 > 1 o 1=1, se indica
que el valor de v es mayor o igual que la penalizacién de la soluciéon éptima ac-
tual, con lo que la funcién criterio evita que sigamos por ese nodo. Los nodos que
son soluciones 6ptimas actuales son el 8, el 11, el 17 y el 20, que es la solucién
del problema, y porque tiene valor 1 se eliminan los nodos 24, 25, 28, 31 y 34.
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Problema 6.15 Tenemos un conjunto de caracteres con los que se quiere formar se-
cuencias de n caracteres, y cada caracter ¢ debe aparecer n; veces en la secuencia
(3 n; = n). Adem4s se tiene una tabla de 0 y 1, indicando un 1 en la posicién ¢, j que
el caracter j puede aparecer en la cadena después del ¢, y un cero que no puede aparecer
después de 7. Hacer un programa por backtracking para encontrar todas las cadenas
que cumplen esas condiciones. Habrd que utilizar uno de los esquemas no recursivos
vistos, indicando cémo es el drbol de soluciones, cudl es la condicién de fin, cémo se
representan las soluciones, y hay que programar las funciones ”generar”, ”solucion”,
criterio”, "mashermanos” y "retroceder”.

Soluc10n:

Como se quieren encontrar todas las cadenas que cumplen las restricciones habra
que recorrer todo el drbol y la condicién de fin sera volver al nodo raiz.

Suponemos que los caracteres los tenemos en un array c:array|[l,...,m| de car-
acteres, siendo m el nimero de caracteres que tenemos, y que el niimero de veces
que cada caracter tiene que aparecer en las cadenas esta almacenado en un arrary
num:array[1, ..., m] de enteros. Al introducir un nuevo cardcter en la cadena se restard
uno al numero de veces que puede aparecer, y cuando su valor en num sea cero no
podra incluirse méas en la cadena.

Como queremos formar cadenas de n caracteres, la solucidn se ird almacenando en
un array s:array[l,...,n| de enteros entre 1y m, indicando s[i] = j que en la posicién
i de la cadena se pone el cardcter ¢[j]. Por lo tanto, el arbol tendrd n niveles (mas el
raiz), indicdndose en el nivel i el nimero del cardcter que se pone en la posicién ¢ de
la cadena, con lo que cada nodo tendra m descendientes.

La funcién criterio se encargard de eliminar los nodos desde los que no se puede
llegar a cadenas que cumplen las restricciones del problema.

Ademds, como valor inicial de las soluciones (que nos servira también para pro-
gramar de manera adecuada la funcién generar) pondremos el 0, con lo que los valores
que toma s son entre 0 y m, estando inicializado a 0.

Con estas ideas el esquema sera:

31

(32)

(33
2330,No
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s+ 0

nivel =0

repeat

if solucion(s,nivel)
tratarsolucion(s,nivel)
endif  (No parard pues queremos todas las soluciones)
if criterio(s,nivel)
nivel + +
generar(s,nivel)
else
while nivel # 0 and not mashermanos(s,nivel)
retroceder(s,nivel)
endwhile
if nivel # 0
generar(s,nivel)
endif
endif

until nivel =0

Son nodos solucién los terminales (se ha completado la cadena de n caracteres)
que cumplen las restricciones:

solucion(s,nivel):

return (nivel = n and restricciones(s,nivel))

Donde en restricciones se comprueba que el dltimo caracter incluido en la cadena
no excede del numero de veces que puede aparecer, y que en la tabla aparezca un uno
indicando que se puede poner a continuacién del caracter anterior. Esto ultimo no es
necesario en el primer nivel ni en el nodo raiz:

restricciones(s,nivel):

if njvel > 1

return(num[s[nivel]] > 0 and tabla[s[nivel — 1], s[nivel]] = 1)
elsif nivel =1

return(num/[s[nivel]] > 0)
else

return true

En tratar solucién habra que hacer lo que se desee con la cadena que se ha encon-
trado. Podria ser escribirla por pantalla:

tratarsolucion(s,nivel):

fori=1ton
escribir(c[s[i])

En criterio se comprueba si se puede seguir hacia abajo en el arbol (nivel # n) y
si no se violan las restricciones:

criterio(s,nivel):
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return(nivel # 0 and restricciones(s,nivel))

En mashermanos se comprueba si es el iltimo hijo de un nodo. Como en generar se
ird sumando uno al valor en s, habrd mas hermanos mientras no estemos en el dltimo
de los posibles caracteres:

mashermanos(s,nivel):

return(s[nivel] < m)

Las funciones generar y retroceder son las que nos sirven para movernos por el
arbol, por lo que seran las tinicas con las que se modifican las variables que nos describen
el nodo en el que estamos.

En generar se actualiza el ndmero de cardcter sumando uno (por esto se ha puesto
el valor inicial cero), pero si nos movemos de un nodo a otro hermano hay que deshacer
la decision que se habia tomado:

generar (s,nivel):

if s[nivel] # 0
num/[s[nivel]] + +

endif

s[navel] + +

num/[s[nivel]] — —

Antes de retroceder hay que deshacer la decisién que se tomé al incluir el cardcter,
y dejar la s a su valor inicial:

retroceder(s,nivel):

num[s[nivel]] + +
s[nivel] =0
mivel — —



Capitulo 7
BRANCH AND BOUND

7.1 Descripcién

7.1.1 Ideas generales

La técnica Branch and Bound (ramificacién y poda) se utiliza en la resolucién de
problemas de optimizacién discreta, donde hay que tomar una secuencia de decisiones.
Como el Backtracking, esta técnica consiste en hacer un recorrido sistemético en el drbol
de soluciones, teniendo en este caso que recorrerse todo el drbol para estar seguros de
que hemos encontrado la solucién éptima.

Como el recorrido de todo el arbol produciria un tiempo de ejecucién prohibitivo
en muchos casos, lo que se pretende es utilizar una buena técnica de ramificacién
obteniendo para cada nodo una estimacién del beneficio de la solucién éptima que
se puede encontrar a partir de él, y usar esta estimacién para decidir qué zonas del
arbol explorar primero, generando en cada paso los hijos del nodo con mayor beneficio
estimado (o de menor costo si estamos en un problema de minimizacién del costo).

La poda se realizara calculando en cada nodo dos cotas, una inferior y otra su-
perior, del beneficio que se puede alcanzar a partir de ese nodo. Dependiendo de las
caracteristicas del problema estas cotas se utilizaran de diferente manera. Si estamos
seguros de que a partir de un cierto nodo siempre hay solucién, cuando CS(i) < CI(j)
se puede podar el nodo ¢ pues ninguna solucién a partir de ese nodo puede superar
en beneficio a la solucién 6ptima a partir de j; por tanto, hay que llevar una variable
global CT que sea la mayor de las CI(i) de los nodos generados. Si las cotas que se
obtienen son cotas de soluciones a partir de ese nodo pero no podemos asegurar que
exista ninguna solucién cumpliendo las restricciones, €l criterio de poda anterior no
es valido, y s6lo se puede empezar a podar después de haber encontrado una solucién
factible, podando los nodos en los que C'S(i) < B, siendo B el beneficio de la solucién
6ptima actual.

El principal problema de esta técnica estd en la estimacién del beneficio y en el

189



190 CAPITULO 7. BRANCH AND BOUND

calculo de las cotas, pues no hay métodos generales sino que se suele hacer de manera
heuristica. Hay que intentar que la estimacidn del beneficio se aproxime lo mas posible
al beneficio real que obtendriamos (para guiar mejor la bisqueda), y que las cotas estén
lo més préximas posible entre si (para realizar podas mas productivas). Normalmente
la estimacion del beneficio esta entre las dos cotas, y muchas veces los valores estdn
relacionados siendo la estimacién del beneficio 1a cota inferior o superior o una media,
que puede ser ponderada, de las dos. Ademds de que estos valores sean adecuados hay
que tener en cuenta que su calculo conlleva un tiempo de ejecucién y que este tiempo
de ejecucion suele ser mayor para obtener mejores estimaciones y cotas, por lo que se
trata de encontrar un equilibrio entre la bondad de los pardmetros y el coste de su
calculo. En algunos casos no es posible encontrar cotas y se pueden poner con valores
—00 y 00, con lo que el método sélo servird para hacer ramificacién, pero no poda.

Ademis, la gestién de la lista de nodos vivos ocasiona un aumento del tiempo de
ejecucién y de la ocupacién de memoria.

7.1.2 [Estrategias de ramificacion

Para recorrer el arbol se utiliza lo que se llama una lista de nodos vivos, donde
inicialmente se encuentra el nodo raiz. En esta lista se encuentran los nodos de los que
todavia no se han generado los hijos y que no se han podado. La generacién de nuevos
nodos se realiza tomando un nodo de la lista y generando todos sus hijos (calculando su
beneficio estimado, sus cotas inferior y superior, viendo si se puede podar e incluyéndolo
en la lista de nodos vivos si no ha sido podado). Hay distintas estrategias de eleccién
de un nodo de la lista de nodos vivos para generar sus hijos:

o Estrategia FIFO.

Cuando no se tiene una estimacién del beneficio no sabemos cudl es el nodo més
prometedor, por lo que se puede elegir generar los descendientes de los nodos en
el mismo orden en que han sido generados (FIFO: first in first out) o en orden
inverso (LIFO: last in first out). Por tanto, con la estrategia FIFO la lista de
nodos vivos se implementa como una cola. Vemos c6mo se recorre el arbol y cémo
evoluciona la lista de nodos vivos con un ejemplo pequeno, donde representamos
la nueva lista de nodos vivos después de la generacién de los hijos de un nuevo
nodo:
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o Estrategia LIFO.

En este caso la lista de nodos vivos se implementa como una pila:
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o Estrategia LC-FIFO.

Cuando se dispone de una estimacién del beneficio se elige entre todos los nodos
vivos, como nodo para generar sus hijos, el nodo de mayor beneficio (o de menor
coste si lo que se quiere es minimizar un coste, de ahi el nombre de LC: least cost),
y a igualdad de beneficio se puede seguir una estrategia FIFO o LIFO. Vemos un
gjemplo de recorrido con una estrategia LC-FIFO, suponiendo un problema de
minimizacion del coste. En este caso al lado de cada nodo hay tres niimeros, el
primero es la cota inferior del coste de una solucién 6ptima a partir de ese nodo,
el segundo el coste estimado y el tercero la cota superior. Ademas de la lista
de nodos vivos hay que mantener una variable global C' donde almacenamos la
menor de las cotas superiores, de manera que si CI(i) > C podemos podar el
nodo 7. Estamos suponiendo que a partir de un nodo siempre hay solucién.
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En el recorrido del drbol se ve que hay nodos vivos que se pueden podar después
de haber obtenido una solucién cuyo coste no pueden disminuir (nodos 5 y 9),
pero consideramos que no se podan hasta que no se eligen de la lista de nodos
vivos para generar sus hijos, comprobando en ese momento que no pueden mejorar
la solucién éptima actual y, por lo tanto, no generando sus hijos. Se acaba el
recorrido del drbol cuando no quedan nodos vivos.

2-8-15@>/—//—NC:15 LN

\
NC=5 LN
0=t INVLY)

Acaba recorrido. Solucidn: nodo 10

o Estrategia LC-LIFO.

Vemos el recorrido del drbol anterior con esta estrategia:

=15 LNV- 1/

\C =4 LNV*

caba recorrido. Solucién: nodo 6
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7.1.3 Problema de las reinas

El problema de las reinas es un problema tipico de backtracking que dificilmente puede
adaptarse al esquema del Branch and Bound que ademés es apropiado para problemas
de optimizacién, mientras que en el problema de las reinas no estamos intentando
optimizar ninguna funcién.

A pesar de todo, podemos abordar el problema de las reinas por Branch and Bound,
asociando cotas inferior y superior a cada nodo los valores —oo y 400, € intentando
maximizar el beneficio, pudiendo indicar el valor —oo que no hay solucién y el +o00 que
si hay solucién. Estos valores no serviran para podar el arbol, nada més que tras haber
encontrado una solucién, en cuyo caso no se siguen buscando porque hemos alcanzado
el valor +o00.

En cuanto a la estimacién del beneficio, podemos considerar que es mas promete-
dora una configuracién cuantas mas casillas tengamos no alcanzables desde ninguna
de las reinas puestas en el tablero. De esta manera el recorrido del arbol de busqueda
con n = 4 serd el de la figura 7.1. En esta figura se muestran al lado de cada tablero
dos nimeros, el primero indica el orden en que se recorre el drbol, y el segundo es la
estimacién del beneficio en ese nodo. Se utiliza una estrategia LC-FIFO. Comparando
con la figura representada en el capitulo del backtracking para este mismo problema
vemos que no reducimos el nimero de nodos explorados, a pesar de aumentar €l tiempo
de ejecucién en cada nodo al tener que hacer la estimacion del beneficio.

Esto no quiere decir que no pueda hacer una estimacién del beneficio productiva,
is6lo que no hemos sabido hacerla! Podemos intentar hacerlo mejor: tendremos en
cuenta el nimero de casillas libres pero multiplicando el nimero de casillas libres en
cada fila por el numero de fila en la que estan, de manera que es mas favorable tener
casillas libres en las ultimas filas, pues en estas filas es donde mas problemas vamos
a tener a la hora de intentar poner las reinas. El recorrido del arbol se muestra en la,
figura 7.2. Vemos que con esta nueva estimacién del beneficio seguimos generando la
misma, cantidad de nodos a pesar de ser un criterio que heuristicamente parece mejor
que el anterior. La diferencia debe notarse mds con problemas mayores.

Pero puede que esto sea mejorable: podemos tener en cuenta el nivel por el que
vamos, pues parece mejor que si estamos cerca del final del arbol, aunque queden pocas
casillas libres, siguamos explorando esa zona pues quedan pocas casillas pero pocas
reinas por poner. De esta forma la estimacién del beneficio puede ser 1a anterior dividida
por el niimero de reinas que quedan por poner. El recorrido del drbol se muestra en la
figura 7.3. Se ve que ahorramos un nodo respecto a los métodos anteriores.

7.2 Secuenciamiento de trabajos

Consideramos un problema de asignacién de tareas un poco més general que el es-
tudiado con la técnica de avance rdpido. Tenemos 7 trabajos y un unico proce-



194 CAPITULO 7. BRANCH AND BOUND
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Figura 7.1: Recorrido del drbol en el problema de las 4 reinas cuando se estima el
beneficio proporcionalmente al niimero de casillas no alcanzables
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Figura 7.2: Recorrido del 4rbol en el problema de las 4 reinas cuando se estima el
beneficio proporcionalmente al nimero de casillas no alcanzables teniendo en cuenta
la fila en la que estan las casillas
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Figura 7.3: Recorrido del arbol en el problema de las 4 reinas cuando se estima el
beneficio proporcionalmente al nimero de casillas no alcanzables teniendo en cuenta
la fila en la que estan las casillas y el nivel en que se encuentra el nodo
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sador, un desplazamiento por cada trabajo d = (dy,dy,...,d,), unas penalizaciones
p = (P1,Po,---,Pn), y unas duraciones de los trabajos t = (f1,%,...,%,), v se tiene la
penalizacidn p; si el trabajo ¢+ no empieza a ejecutarse dentro de su plazo d;.

Ejemplo 7.1

Consideramos el problema con p = (5,10,6,3), d = (1,3,2,1) y t = (1,2,1,1).
Consideramos que la cota inferior en cada nodo es la penalizacién que llevamos hasta ese
momento, y la cota superior esa penalizacién més la suma de todas las penalizaciones
de los trabajos que no hemos asignado todavia (lo peor que puede pasar es que no se
pueda ejecutar ningiin trabajo mds). En la figura 7.4 se muestra el recorrido del drbol
con una estrategia FIFO.

0-24 ]
//—% C=24 LNV ]

/ By

(2) g I

‘ 4 C=9 LNV

0-9 S/O 8 ~J1-11 _ell
6 ) ~=C=8 LNV 2 "[Z
(6 @)
3 — —
03 o Sol c=3 LNV LY
7
(11 ]

=
J c=3 LNV 11
Np Sol
(@ Solucion nodo 11

Figura 7.4: Recorrido del 4rbol de soluciones del ejemplo, con estrategia FIFO

Lo dificil puede ser la comprobacién de si forman solucién posible, lo que se puede
hacer de manera similar a como se hacia en el método de avance rdpido, manteniendo
los trabajos ordenados por desplazamientos, pero teniendo en este caso en cuenta los
tiempos de ejecucién de cada trabajo. La solucién serd ejecutar los trabajos 1, 2 y 3
(nodo 11), pero en el orden 1,3,2.

Si no tenemos otra manera de estimar el coste se puede tomar por ejemplo la media
entre los dos costes, de este modo el recorrido con estrategia LC-FIFO es el de la figura
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7.5, donde se ve que el utilizar una mejor estrategia de ramificacién nos ha reducido
un poco el numero de nodos a generar.

0-12-24 —
(1) ———= C=24 LNV ||

\(
172 34 o]
\ = Qb=
0-9,5-19,/59,314 \ 7 C=14 INVLEL
GEENOROK G
. C=9 LNV L6713
C=3 LNV L9713

C=3 LNV 3]

Solucion nodo 9

Figura 7.5: Recorrido del drbol de soluciones del ejemplo, con estrategia LC-FIFO

El utilizar otro tipo de arbol también puede reducir el nimero de nodos a generar.
Considerando un drbol binario tendriamos la figura 7.6. Aunque con la representacion
en arbol binario hay mds nodos que con la representacién anterior, el numero de nodos
generados es menor en este caso, debido a que se generan menos hijos de cada nodo y
la poda es mds productiva.

7.2.1 Estructura para la programacion

Para realizar programas para la técnica Branch and Bound hay que tener en cuenta
que el drbol que se recorre es un arbol 16gico pero que es preferible no implementarlo
pues ocuparia mucha memoria y su recorrido seria muy costoso. Se podria implementar
utilizando una tabla donde cada entrada tuviera varios campos: padre, siguiente, C1,
estimacion, C'S y valor, por ejemplo; donde cada entrada corresponde a un nodo, indi-
cando padre la posicién del nodo padre en la tabla, siguiente la posicién del siguiente
en la lista de nodos vivos (implementada en la tabla), CI, estimacion y CS la cota
inferior, la estimacidn del coste y la cota superior, y valor el trabajo a que corresponde
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Figura 7.6: Recorrido del arbol de soluciones del ejemplo, con arbol binario y estrategia
LC-FIFO

el nodo. Habra que mantener también una variable C donde almacenamos la menor de
las cotas superiores, y LNV que indicard la posicidn en la tabla donde estd el primer
nodo de la lista de nodos vivos.

Ejemplo 7.2
Analizamos cémo evolucionan los datos en el recorrido del arbol del ejemplo 7.1
cuando se utiliza la estrategia LC-FIFO y el drbol de soluciones no binario 7.5.
Inicialmente tenemos:
C=24,LNV=1 1 0 0 0 12 24 0
Tras generar los nodos 2, 3, 4 y 5, s6lo afiadimos el 2 y 3, pues el 4 y 5 no pueden dar

lugar a solucion 6ptima mejor que la del nodo 3:
1. 00 0 12 24 0

C=14,LNV =2, 2.1 3 0 95 19 1
31 0 5 95 14 2
Tras generar los nodos 6, 7 y 8 sélo se incluye el 6 en la tabla, pues con el 7 no se puede
obtener mejor solucién que con el 6, y el 8 no cumple las restricciones (no se pueden
ejecutar los trabajos dentro de sus plazos):
I 00 0 12 24
221 0 0 95 19
31 0 5 95 14
4: 2 3 0 45 9

C =9, LNV =4,

D DN = O
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1: 000 12 24 0
2010 0 95 19 1
C=3ILNV=5 3 105 95 14 2
42 0 0 45 9 2
5 4 30 15 3 3
1: 000 12 24 0
2010 0 95 19 1
C=3LNV=3 3 105 95 14 2
42 0 0 45 9 2
54 00 15 3 3
1: 000 12 24 0
22100 95 19 1
C=3,LNV=0 3 10 5 95 14 2
4 2 0 0 45 9 2
5 4 0 0 15 3 3

Y se acaba al ser LNV = 0 (lista vacfa). El valor éptimo es el de C' = 3, y para
recomponer la solucién hay que recorrer el arbol, utilizando el campo padre de los
nodos, desde el 1ltimo nodo donde se modific el valor de C hasta llegar a la raiz:
posicién 5, valor = 3; posicién 4, valor = 2; posicién 2, valor = 1; y nodo raiz; con lo
que los trabajos son 3, 2 y 1.

En el ejemplo vemos que el tamafo de la tabla es bastante pequeno, pero no
podemos predecir como de grande va a ser, por lo que en vez de una tabla podriamos
utilizar variables dindamicas.

La necesidad de guardar los nodos que han muerto viene del hecho de que los
recorremos para recomponer la solucién, aunque esto no es necesario si en cada nodo
guardamos la solucién completa a que corresponde.

7.3 Problema de la mochila

Ya hemos visto en el capitulo anterior cdmo el problema de la mochila 0/1 se puede
resolver por backtracking y en el ejemplo 6.2 estudiamos la influencia de los distintos
factores del backtracking en el nimero de nodos que se generan y por lo tanto en el
tiempo de ejecucion. Utilizaremos el mismo ejemplo para comparar el comportamiento
de la técnica Branch and Bound con la de Backtracking:

Ejemplo 7.3
Recordamos los valores del problema: n = 4, M =7, p = (2,3,4,5) y w =
(1,2,3,4).
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Consideramos que en cada nodo la cota inferior es el beneficio que se obtendria in-
cluyendo los objetos que se han incluido hasta ese nodo, que la estimacién del beneficio
es el que se obtendria incluyendo objetos enteros desde ese nodo utilizando la técnica,
de avance rapido, y la cota superior se obtiene resolviendo el problema no 0/1 a partir
de ese nodo y tomando la parte entera de la solucién, tal como haciamos en el ejemplo
6.2.

Consideramos primero el caso con soluciones compuestas por 0 y 1, y que se generan
en el orden 0,1. El recorrido (LC-FIFO) del drbol viene dado en la figura 7.7.
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|

B=10 LNV _%

Solucion nodo 9

Figura 7.7: Recorrido del 4rbol de soluciones del ejemplo, con arbol binario

Vemos que se recorren 9 nodos mientras que con el método del backtracking se
recorrian 15. Esto no quiere decir que el Branch and Bound recorra siempre menos
nodos que el Backtracking. Por ejemplo, si generamos las soluciones primero 1 y
despusés 0 (recorremos el 4rbol de derecha a izquierda), con Branch and Bound se siguen
recorriendo 9 nodos, pero con Backtracking se recorrian 8. Ademds, si consideramos
las soluciones con valores 1, 2, 3 y 4, con el backtracking se recorren 6 nodos y con el
Branch and Bound 11, tal como se muestra en la figura 7.8.

Qué quiere decir esto? No hay normas generales que nos digan cudndo es preferible
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Figura 7.8: Recorrido del drbol de soluciones del ejemplo, con arbol combinatorio
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un método u otro, pero cuando el problema es muy grande (lo que no ocurre en los
ejemplos) el nimero de nodos crece exponencialmente, por lo que suele ser preferible
utilizar el método que mds nodos pode, y por lo tanto es preferible una, técnica Branch
and Bound, siempre que se puedan encontrar unas cotas y una estimacién del beneficio
que parezcan apropiadas.

7.4 Arboles de juegos

Consideramos juegos con dos jugadores A y B que mueven alternativamente. Este
tipo de juegos se puede representar con un arbol de juegos, donde en un nivel mueve
el jugador A y en el siguiente el B. El objetivo de cada jugador es ganar, y los nodos
terminales corresponden a posiciones finales donde se sabe qué jugador gana o si quedan
empatados. Basandose en la informacién de los nodos terminales se puede asignar un
valor a los nodos que no son terminales, y cada jugador puede decidir el movimiento a
hacer intentando maximizar su esperanza de ganar. Resolver el juego de esta manera
consiste en hacer un recorrido por el arbol a partir de cada nodo por el que pase el
juego (cada instante del juego) antes de hacer el movimiento éptimo. Lo veremos con
un ejemplo:

Ejemplo 7.4 Juego del NIM.

Tenemos n palos en un montén. Los jugadores A y B mueven alternativamente,
consistiendo un movimiento en quitar 1, 2 ¢ 3 palos del montén, pero no mas de los
que hay. Pierde el ultimo jugador que mueve.

El estado del juego viene determinado por el jugador que mueve (depende del
nivel del drbol en el que se esté) y el niimero de palos que quedan. Estamos en una
configuracién terminal cuando no quedan palos en el montén.

Un juego viene representado por una secuencia Cy, Cy, ..., C,, que cumple:

o (] es la configuracién inicial. Por ejemplo, si mueve A y tenemos 4 palos, serd
Cl = (4, A)

e Cada C; con 0 < ¢ < m son no terminales.

e (.1 se obtiene de C; por medio de un movimiento legal de A si ¢ es impar, y de
un movimiento legal de B si ¢ es par.

e (', es una configuracién terminal. Por ejemplo, Cp, = (0, X) siendo X el jugador
ganador.

Un juego es finito cuando no hay secuencias vélidas de longitud oco. Los juegos
finitos se pueden representar por arboles, y los juegos infinitos también, pero represen-
tando en este caso sélo parte del drbol (la parte que se estd explorando).
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Figura 7.9: Arbol para el juego del NIM

Un 4rbol para este juego puede ser el de la figura 7.9. Un nodo cuadrado representa
una configuracién donde le toca mover al jugador A, y uno circular donde le corresponde
mover al jugador B. El niimero de palos dentro de un nodo representa el nimero de
palos en ese momento del juego, y cuando dentro de un nodo terminal hay una A o B
representa el jugador que gana.

7.4.1 Procedimiento minimax

Un jugador hard el movimiento que maximice sus posibilidades de ganar independien-
temente de lo que haga el otro jugador. Necesitaremos unas funciones de evaluacién
que seran:

B(X) :{ 1  sien X es ganador A

—1 sien X es ganador B

cuando X es terminal, y

V(X) = maz{V (hijos(X))} sien X mueve A
| min{V(hijos(X))} sien X mueve B

Estamos viendo el juego desde el punto de vista del jugador A, con lo que este jugador
considera positivo ganar (valor 1) y negativo perder (valor -1), e intenta maximizar,
tomando de todos sus posibles hijos la decisién que le lleva a un valor mayor. Sin
embargo, B intenta minimizar el beneficio de A.
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Figura 7.10: Arbol para el juego del NIM. Procedimiento minimax

Ejemplo 7.5 Juego del NIM. Procedimiento minimax.

En la figura 7.10 consideramos el mismo arbol de la figura 7.9 asociando a cada
nodo el valor £ o V. Para calcular estos valores, en cada nodo hay que recorrer sus
descendientes, por lo que si el programa juega como jugador A tendria inicialmente
que recorrer todo el arbol para poder establecer el valor en el nodo raiz. En la figura
vemos que el juego lo puede ganar A jugando éptimamente, lo que es quitando 3 palos
en el primer movimiento, pero en cualquiera de las otras dos posibilidades gana B si
juega bien.

A partir del primer recorrido del drbol ya tendriamos la informacién de todos los
nodos si tuvieramos almacenado el drbol del juego, pero esto no siempre es posible
pues estos arboles pueden ser excesivamente grandes si el juego no es trivial. En caso
de llegar a un nodo del que no se ha podido almacenar su valor, el programa tendra
que volver a recorrer todos los desdendientes de ese nodo. Esto produce que el tiempo
de ejecucién sea muy elevado, por lo que es mejor utilizar un método de poda para,
ahorrarnos recorrer algunos nodos. La idea es similar a la del Branch and Bound y la
estudiaremos en la subseccién siguiente.

En juegos con muchos nodos puede decidirse no recorrer todo el drbol (pues tiene
un coste prohibitivo) sino examinar los niveles més cercanos y usar una funcién de
evaluacién de los nodos (de manera heuristica) que prediga qué nodos son mejores.
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Figura 7.11: Arbol de juego

7.4.2 Meétodo alpha-beta

El procedimiento alpha-beta es una manera de mejorar el método minimax evitando
el recorrido de nodos que no van a aportar informacién adicional, lo que quiere decir
que su recorrido y evaluacién no va a modificar el valor del maximo o el minimo que
se estd calculando. Lo vemos en el gjemplo siguiente.

Ejemplo 7.6 Procedimiento alpha-beta.

Consideramos un juego con dos jugadores A y B, queriendo A maximinar su ganan-
cia y B maximizar la suya, o lo que es lo mismo minimizar la de A. De este modo,
A querrd maximizar una funcién que B quiere minimizar. Analizaremos la evaluacién
del nodo raiz en la figura 7.11. Cuando se llega a un nodo terminal se tiene un valor
que indica la ganancia de A o B en una cierta cantidad. Algunos nodos terminales
tienen asociada una interrogacién pues no hace falta recorrerlos para obtener el valor
que queremos calcular.

Analizamos el recorrido en una tabla mostrando en cada fila el nodo que se esta
recorriendo y en cada columna, el valor que hemos obtenido en un nodo terminal, el
valor a (que indica el valor actual del méximo que estamos calculando) en un nodo
donde mueve A, o el valor 3 (que indica el valor actual en el cdlculo de un minimo) en
un nodo donde mueve B.
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la |28|3a |4|5]|6a | 7T|8a |9
1 —x
2| —00 | ©
3| -0 | 0 | —©
4| —00| 00 | —o0 | -7
3| —o0 | oo | -7 |-7
5| -0 | oo | T |-T]5
3| -0 | © 5 |-7T]5
2 —o0| b 5 |-7T]5
6| —00| b 5 |-7T|5]|—-00
7| —00| O 9 |-7T|5]—-00|-3
6 —oc0| 5 5 |-7|5] -3 |-3
2| —o00| -3 5 |-715] -3 |-3
8| —o¢ | -3 5 |-715] -3 |-3|—-
9| —occ | -3 5 |-715] -3 |-3|—0o0|10
8| —oc | -3 5 |-715] -3 |-3| 10 |10
2| —o0 | -3 5 |-715] -3 |-3| 10 |10
1] -3 | -3 5 |-715] -3 |-3| 10 |10

La tltima vez que se llega al nodo 2 no se modifica el valor de 3, ya que el valor
« del nodo 8 es 10 y por tanto el maximo en ese nodo es > 10, como el minimo en el
nodo 2 se obtiene como el minimo de los valores en los nodos 3, 6 y 8, y estos valores
son 9, -3 y > 10 resulta que el minimo es -3 sin necesidad de evaluar los dos nodos
terminales marcados con una interrogacion.

El alpha valor de una posicién max (donde se calcula el mdximo) estd definido
como el minimo valor posible de esa posicién. Si el valor de una posicién min es < que
el alpha valor de su padre no hace falta generar los hijos de esa posicién.

El valor beta de una posicién min es el maximo valor posible para esa posicién. Si
el valor de una posicién max es > que el beta de su nodo padre no hace falta generar
los hijos de esa posicidn.

Ejemplo 7.7 Juego del NIM. Procedimiento alpha-beta.

Volvemos a analizar el juego del NIM, pero esta vez estudiamos el recorrido del
drbol utilizando el procedimiento alpha-beta (figura 7.12), y detallamos el recorrido de
los nodos y los valores obtenidos de o y [ en la tabla siguiente:
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Figura 7.12: Arbol para el juego del NIM. Procedimiento alpha-beta

la |28|3a (48|53 |6a | 7|88 9« |10 114512
1| -0
2 | -0 |
3 | —00| o0 | —00
4 | =00 | 00 | —00|
5 | =00 | o0 | =00 | 0 |1
4 |—00| o0 |—-00 1 |1
J|—o0| 0| 1 1|1

No se puede mejorar. No se genera el nodo quitando dos
2 | -0 | 1 1 1 |1
6 | —oco| 1 1 1 1] -0
7 |—00| 1 1 1 |1]—-oc0]-1
6 | —oco| 1 1 1 |1] -1 |-1
2 | —o0| -1 1 L (1] -1 |1

No se puede mejorar. No se genera el nodo quitando tres
1] -1 |-1 1 L (1] -1 |41
8| -1 | -1 1 L (1] -1 |-1] o0
9 | -1 | -1 1 1 |1] -1 |-1] o0 | =00
10 -1 -1 1 1 1] -1 |-1] c0|—00]-1
9| -1 -1 1 1 1] -1 {-1] 00| -1 |-1
8| -1 -1 1 1|1} -1 |-1] -1 -1 (-1

Su valor es < « del padre. No se genera el nodo quitando dos

1| -1 |-1 1 L (1] -1 |-1]-1|- |-1
1 -1 -1 1 L (1] -1 |-1]-1| - |-1] o
12 -1 | -1 1 L (1] -1 -1} -1|-1 |-1] o0 |1
1 -1 -1 1 L (1] -1 |-1}-1 (-1 |-1] 1 1
1] 1 |-1 1 L (1] -1 (-1} -1 (-1 |-1] 1 1
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Vemos que algunos nodos se han podido podar, tal como pretendiamos. Dos nodos
se han podado teniendo en cuenta las caracteristicas del problema (valores entre -1y
1) y uno por la utilizacién del método alpha-beta.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, tendremos una funcién para evaluar el valor
en un nodo donde mueve el jugador A y otra para evaluar donde mueve el B. Estas
funciones dependen de la configuracién del juego en cada nodo. Pondremos un nivel
maximo de exploracién del drbol, con lo que en los nodos terminales conoceremos €l
valor exacto y en los nodos no terminales tendremos alguna funcién que estime el valor
de esa posiciéon. Ademds, en el calculo del valor de un nodo en el que mueve A hay que
conocer ¢l valor beta del padre para ver si se puede podar, y en nodos donde mueve B
hay que conocer el alpha del padre. Un esquema de los algoritmos es el que sigue:

Algoritmo 7.1 Fuvaluacion del valor en un nodo donde mueve A:
function A(z:nodo;l:nivel;:valor):valor
var

v, a:valor
integer
begin
a=—00
if terminal(X) or { =0
a = valor(X)
else
i=1
while ezistehijo(X i) and o < 3
v=B(hijo(X,i),l — 1,&)
fa<w
a=v
endif
i=1+1
endwhile
endif
return «

endA

Evaluacion del valor en un nodo donde mueve B:
function B(z:nodo;l:mivel;c:valor):valor
var
v, B:valor
i:integer
begin
B =00
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if terminal(X) or [ =0

G = valor(X)
else
1=1

while existehijo(X i) and 8 > «
v=A(hijo(X ),l — 1,5)
ifg>v
B=v
endif
i=i+1
endwhile
endif
return
endB

Donde las funciones tienen los siguientes significados:

o terminal, devuelve TRUE si el nodo es terminal.

e valor, devuelve el valor de un nodo (el valor exacto si es terminal, y la estimacién
si no es terminal).

e cxistehijo, devuelve TRUE si el nodo tiene hijo i-ésimo.

o hijo, devuelve el hijo i-ésimo del nodo actual.

Habria que hacer una primera llamada con A(1,/,00) para decidir la esperanza de
ganar empezando a mover. Si lo que queremos es decidir qué movimiento hacer serfa:
mover = ()
=1
while existehijo(X i)
v=B(hijo(X,i),l,)
ifa<wv
a="v
mover =1
endif
1=1+1
endwhile
de modo que en mover tenemos el orden del hijo de X para el que se maximizan las
posibilidades de ganar, y a continuacién se haria ese movimiento. Después de mover el
otro jugador (nuestro programa juega como jugador A) llegarfamos a otro nuevo nodo
X y habria que volver a ejecutar el mismo codigo anterior para decidir el siguiente
movimiento.
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7.5 Problemas

Problema 7.1 Un problema de asignacion de trabajos se representa en una tabla T
de n filas y n columnas, donde la entrada T'[i, j] indica el beneficio que se obtiene de
asignar el trabajo ¢ al trabajador j. Los datos en la tabla son nimeros mayores o iguales
a cero, indicando un cero que es imposible asignar ese trabajo a ese trabajador. Se
trata de resolver el problema de maximizar el beneficio sabiendo que hay que asignar
todos los trabajos y que a cada trabajador se le asigna un tunico trabajo. Resolver
el problema por Branch and Bound: indicar cémo seria el arbol de soluciones, cémo
se representaria una solucién, cémo se calcularfan la cota superior, la inferior y la
estimacién del beneficio, y cdmo se harian la ramificacién y la poda.

Solucion:

La solucién la representamos mediante un array s con indices de 1 a n y valores
de 1 a n, indicando s[i] = j que al trabajador j se le asigna el trabajo i.

El drbol de busqueda de las soluciones puede ser un drbol con n niveles teniendo
cada nivel n hijos, e indicando el nivel 7 el trabajo que se estd asignando, y el hijo
Jj-ésimo de un nodo a qué trabajador se estd asignando. En la figura se representan
los dos primeros niveles del arbol con n = 3, y los nodos tachados son nodos que se
generan (o se evaliian) pero no se generan sus hijos porque no cumplen las condiciones
del problema: se asignan dos trabajos a un mismo trabajador:

o R R

o den 0w

La cota inferior de un nodo (CI(nodo)) serd el beneficio que se lleva con las asig-
naciones ya realizadas: si vamos por el nivel nivel serd Y7 T[i, s[4]]. Para calcular
esta cota sin necesidad de hacer la suma en cada nodo podemos llevar una variable C'I
inicializada a 0 y a la que se suma T'[nivel, s[nivel]] cuando se genera el nodo s[nivel]
del nivel nivel, y a la que se resta T'[nivel, s[nivel]] cuando se deshace la asignacién.

La cota superior de un nodo (CS(nodo)) puede ser la cota inferir mas la suma de los
beneficios maximos de los trabajos alin no asignados:
CI(nodo)+ X1 niverr1 M0Ti=1,...n{T[i, j]}. Los miximos que aparecen en esta expresion
se calcularian al principio de la ejecucién. Es posible mejorar la CS pero a costa de un
trabajo adicional, si tenemos en cuenta que con las asignaciones que se han hecho hasta
el nivel nivel se hace innecesario tomar el méximo con j = 1,...,n, y sélo se puede
alcanzar el maximo de los trabajadores a los que no se ha asignado trabajo todavia.
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Una estimacion obvia del beneficio es la media entre la cota inferior y la superior.
QQuizas una estimacién mejor se puede obtener utilizando un método de avance rapido
empezando a asignar desde el nivel nivel+1 en adelante al trabajador que nos produzca
mayor beneficio.

La ramificacién puede ser una LC-FIFO por ejemplo, teniendo en cuenta el tipo
de arbol que utilizamos y que no se generan los hijos de nodos que contradigan las
condiciones del problema (los nodos tachados en la figura).

La poda se realiza teniendo una variable B que representa el beneficio maximo
alcanzable. Cuando en un nodo CS(nodo)< B quiere decir que a partir de ese nodo
no podemos mejorar la mejor solucién que ya llevamos (la de beneficio B) por lo que
el nodo se poda. Dado que a partir de un nodo puede no haber solucién (y de hecho
puede que el problema no tenga solucién) B serd el maximo beneficio de las soluciones
encontradas hasta ese momento, y la poda sélo podrd empezar a hacerse a partir de
haber encontrado una solucién.

Problema 7.2 En un problema que se resuelve por la técnica Branch and Bound se
puede utilizar un método de estimacidn de la cota inferior y cota superior de cada
nodo que supone un coste n por nodo, produciendo una poda de un ¢ * 50% de los
nodos; o se puede utilizar otra técnica de calculo de las cotas con un coste n? por nodo,
produciéndose una poda de un ¢ * 75% de los nodos; donde # es un valor entre 0 y 1
que sirve para indicar con qué velocidad se encuentra una solucién éptima (un valor
cercano a 1 indica que se encuentra pronto). Si la estimacién del beneficio se hace con
un coste n en cada nodo el valor de  es %, y si se hace con un coste n? el valor de ¢
es i Determinar para los distintos valores de n qué combinacién de cdlculos de costes
y estimacién del beneficio es mejor en cuanto a reduccién del tiempo de ejecucion.
(Consideramos que las constantes que afectan a los érdenes de los tiempos que hemos
dado son siempre 1).

Solucién:

Tenemos dos maneras de calcular las cotas en cada nodo y otras dos de estimar el
beneficio, por lo que tenemos un total de cuatro posibilidades:

e caso 1: calcular las cotas con un coste n y estimar el beneficio con un coste n. El
coste por nodo serd 2n.

e caso 2: calcular las cotas con coste n y estimar el beneficio con coste n2. El coste
por nodo serd n? + n.

e caso 3: calcular las cotas con coste n? y estimar el beneficio con coste n. El coste
por nodo serd n? + n.

e caso 4: calcular las cotas con coste n? y estimar el beneficio con coste n?. El
coste por nodo sera 2n?.
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Para saber cudl es el coste total en cada uno de los casos hay que considerar el
porcentaje de nodos sin podar:

e caso 1: se podan un total de 350 = 25% de los nodos. Quedan sin podar un 75%.
e caso 2: se podan i50 = 12.5% de los nodos. Quedan sin podar un 87.5%.
e caso 3: se podan %75 = 37.5% de los nodos. Quedan sin podar un 62.5%.

e caso 4: se podan i75 = 18.75% de los nodos. Quedan sin podar un 81.25%.
Si N es el niimero total de nodos del drbol el coste en cada uno de los casos serd:

e caso 1: 1.onN
e caso 2: 0.875 (n® +n) N
e caso 3: 0.625 (n*+n) N

o caso 4: 1.625n2N

Para decidir cudl de los cuatro casos es mejor no necesitamos considerar el caso 2,
pues el caso 3 lo mejora, por lo que compararemos los casos 1, 3 y 4. Dividiendo por
n y N lo que nos queda por hacer es comparar las funciones:

e caso 1: 1.5
e caso 3: 0.625(n + 1)

e caso 4: 1.625n

Las funciones de los casos 4 y 3 se cortan en 0.625, por lo que el caso 3 es mejor
que el cuatro a partir de n = 0.625. Y las funciones de los casos 1 y 3 se cortan en 1.4,
por lo que el caso 1 es preferible a partir de n = 1.4.

Resumiendo, el caso 4 es preferible hasta n = 0.625, el caso 3 entre n = 0.625 y
n =14, yelcaso 1 apartirde n = 1.4.

Problema 7.3 Resolver por backtracking el problema de obtener de una serie de
numeros los que suman S con una cantidad minima de nimeros. Se utilizard un es-
quema, similar al no recursivo visto en clase, con funciones ”generar” , " mashermanos”,
"solucion” y "criterio”, y se indicard como se representan las soluciones y cual es la
condicién de fin.

Decir ¢cémo se podrian obtener una cota inferior y otra superior, y cémo se podria
estimar el coste para resolverlo con un método Branch and Bound.

Solucion:
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El problema es de optimizacion, por lo que habrd que recorrer todo el arbol y la
condicién de fin serd que volvamos al nivel 0 (al nodo rafz).

Llevaremos una solucién 6ptima actual SOA y un valor éptimo actual VOA, donde
al final estardn la solucién éptima y el valor 6ptimo del problema. En SOA estaran
almacenados los nimeros que forman la solucién éptima actual, por lo que inicial-
mente serd el conjunto vacio, y en VOA tendremos el niimero de niimeros que forman
SOA, por lo que incicialmente tendra el valor +0o, pues estamos en un problema de
minimizacién. Ademds, llevaremos una variable suma donde almacenamos la suma de
los nimeros correspondientes a la solucién del nodo que vamos examinando, y otra
varialbe num que contendra el nimero de nimeros incluidos en cada momento. Al
cambiar de nodo en el arbol 16gico habra que actualizar estas variables.

Hay que decir qué tipo de arbol vamos a utilizar y cémo vamos a representar las
soluciones. Consideramos un 4rbol binario donde en cada nivel se decida si incluir un
niimero o no. De este modo las soluciones se representan con un array de 1 a n de
valores de 0 a 1, indicando un 0 en la posicién j que no se incluye el j-ésimo numero
y un 1 que si se incluye. Ademads, consideraremos que las soluciones pueden tomar
también valor -1, indicando este valor que no se ha tomado todavia ninguna decisién
sobre el nimero. De esta manera, SOA serd un array de 1 a n con valores entre -1 a
1, y podemos inicializarlo a 0 6 -1. Si SOA contintia con estos valores al final de la
ejecucion es que no hay solucién.

Un esquema para este problema, podria ser:

SOA + -1

VOA = +o00

suma =0

nivel =1

s[nivel] = generar(nivel)
repeat

if solucion(nivel)
if mejor(s, VOA)
asignar(s, SOA)
endif
endif
if eriterio(nivel)
nivel = nivel +1
s[nivel] = -1
s[nivel] = generar(nivel)
elsif mashermanos(nivel)
s[nivel] = generar(nivel)
else
while not mashermanos(nivel) and nivel # 0
suma = suma — s[nivel]z[nivel]
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num = num — s[nivel]
nivel = nivel — 1
endwhile
if nivel # 0
generar (nivel)
endif
endif
until nivel =0
Donde las funciones tienen los siguientes significados:
generar(nivel):
suma = suma + (s[nivel] + 1)z[nivel|
num = num + snivel] + 1
return s[nivel] + 1
(consideramos que los nimeros estdn almacenados en un array )
solucion(nivel):
return (nivel = n) and (suma = S)
(s6lo pueden ser nodos solucién los terminales)
mejor(s, VOA):
return num < VOA
asignar(s, SOA):
copia la solucién s en SOA
VOA = num
criterio(nivel):
return nivel # n
(podemos seguir hacia abajo en el drbol si no estamos en un nodo terminal. No
tiene sentido excluir los nodos cuya suma sobrepase S pues nadie nos ha dicho que los
nimeros sean positivos)
mashermanos(nivel):
return s[nivel] # 1
Para resolverlo por Branch and Bound las cotas inferior y superior en cada nodo
deben ser cotas del valor que queremos minimizar, por lo que puede ser CI = num, y
la cota superior puede ser la suma de los nimeros que hemos decidido incluir mas los
nimeros sobre los que todavia no hemos decidido nada (CS = CI 4+ n — nivel). La
estimacién del beneficio puede ser la media de las dos cotas (jestd claro que se pueden
pensar cotas y estimaciones mejores!). Ademds, como no estamos seguros de encontrar
una solucion a partir de un cierto nodo, la poda sélo podria empezar a hacerse después
de encontrar una solucién...

Problema 7.4 Disenar un algoritmo por Branch and Bound para resolver el problema
de resolver un rompecabezas consistente en un tablero cuadriculado y una serie de
piezas formadas por cuadrados, utilizando un niimero minimo de piezas.
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Problema 7.5 Resolver por Backtracking y Branch and Bound el problema de obtener
de un conjunto de nimeros enteros positivos {1, 2, ...,z,} todos los subconjuntos
que sumen una cantidad dada C.

Problema 7.6 Explicar cdmo se podria resolver el problema de la devolucién de mon-
edas por Backtracking y por Branch and Bound. En el Branch and Bound, ;se puede
seguir algun criterio para asignar pesos a los nodos del drbol? Considerar el caso en
que disponemos de n monedas cuyos valores estdn almacenados en un array de 1 a n.

Problema 7.7 Dado el arbol de soluciones:

(9) 5
//\\ /
B4
(164 @5(\_@)5 @3)4 14)3

donde el primer nimero servird para referirnos al nodo y el segundo en los nodos no

terminales representa el maximo valor posible de una solucién a partir de ese nodo, y en

los nodos terminales el beneficio de la solucién, y sabiendo que se pretende maximizar

el beneficio. Enumerar, justificindolo, en qué orden se recorren los nodos con los

métodos: Backtracking, Branch and Bound FIFO, LIFO, LC-FIFO y LC-LIFO.
Solucidn:

e En Backtracking se recorre el drbol haciendo en cada nodo el recorrido:

nodo, backtracking de hijo, de nodo, backtracking de hijo, de nodo, ..., backtrac-
king de ultimo hijo de nodo; pero en nuestro caso se pueden eliminar bisquedas
que no nos conduzcan a soluciones mejores que las que tenemos. De este modo
el recorrido seria:

1, 2, 5 (tenemos beneficio 6, por lo que no seguiremos por ramas que no mejoren
este beneficio)

6 (beneficio 7)

3 (no se hace backtracking de sus hijos pues no nos mejoran la solucién del nodo
6)

4 (a partir de aqui puede que mejoremos la solucién de beneficio 7, por lo que se
generan sus hijos)

8, 9.
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e Branch and Bound FIFO:

En la técnica Branch and Bound se tiene en cada paso un nodo actual del que
se generan todos los hijos, diferenciandose las diversas técnicas en el criterio de
eleccién del signiente nodo actual entre el conjunto de todos los nodos vivos (son
nodos vivos aquellos generados de los que no se han generado todavia los hijos).

En el caso FIFO la técnica para elegir el siguiente nodo actual es utilizando una
cola de nodos vivos. Ademas, no hay que generar nodos a partir de los cuales no
podamos mejorar la solucién dptima actual:

nodo generado cola de nodos vivos

1 1
2,3, 4 2,3, 4
5,6 4

(5 y 6 no entran en la cola de nodos vivos pues no son nodos terminales. La
solucién éptima actual es la 6 con beneficio 7. El 3 desaparece de la cola de
nodos vivos pues a partir de él no se puede mejorar el beneficio del nodo 6).

8,9
(aqui se acaba pues a partir de 8 y 9, que serfan los nodos vivos, no se puede
generar ninguna solucién mejor que la del nodo 6).

e Branch and Bound LIFO:

En el caso LIFO la técnica para elegir el siguiente nodo actual es utilizar una
pila de nodos vivos. Ademds, no hay que generar nodos a partir de los cuales no
podamos mejorar la solucién dptima actual:

nodo generado pila de nodos vivos

1 1
2,3, 4 4,3, 2
8,9 9,8, 3,2
13, 14 8, 3,2

(la solucién éptima hasta el momento es la del nodo 13, por lo que no recorreremos
ramas que no nos puedan mejorar esa solucion).

12 3,2
(solucién 6ptima la del nodo 12, beneficio 5).
7 2

(a partir del nodo 7 el maximo beneficio que podemos alcanzar es 5, que no
mejora la solucién de 12).

5, 6
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e Branch and Bound LC-FIFO:

En el caso LC se tienen en cuenta los costos (en este caso los beneficios) para
elegir el nodo a explorar en cada paso, se tendrd una lista de nodos vivos que
se mantendra ordenada de mayor a menor beneficio, y a igualdad de beneficio se
utiliza el criterio FIFO.

nodo generado lista de nodos vivos

1 1
2,3, 4 24,3
5,6 4

(solucién Gptima actual la del nodo 7. Se elimina el nodo 3 de la lista pues no
puede mejorar el beneficio del nodo 6).

8,9
e Branch and Bound LC-LIFO:

Como LC-FIFO pero en caso de empate se utiliza una técnica LIFO.

nodo generado lista de nodos vivos

1 1
2,3, 4 4,2,3
8,9 2,3,8,9

(el mayor beneficio posible a partir de un nodo de la lista es a partir del nodo 2,
por lo que se toma como nodo activo).

5, 6

(ninguno de los tres nodos vivos mejora la solucién del nodo 6, por lo que se
acaba aqui).

Problema 7.8 Dados n programas de longitudes /1, lg, ..., I, y una cinta de longitud
L para almacenarlos desde el principio de la cinta un programa a continuacién del otro.
Disefiar un algoritmo por la técnica Branch and Bound para maximizar el nimero de
programas almacenados. Especificar cémo se calcularian las cotas inferior y superior y
la estimacion del beneficio en cada nodo y cuales serian los criterios de poda del arbol
de soluciones. Dar el arbol de soluciones para el caso: [y, = 4,1, =6,l3 =3, =4y
L =10, indicando en qué orden se generan los nodos y los valores de las cotas y de la
estimacién del beneficio en cada nodo. (Para la ramificacién usar el criterio LC-FIFO).

Solucién:

Las soluciones vendran dadas por una sucesién de (0 y 1 que se almacenaran en
un array solucion con indices de 1 a n, siendo solucion[i] = 0 si no se almacena el
programa i-ésimo, y solucion[i] = 1 si sf se almacena.

El 4rbol de soluciones serd binario y en cada nivel ¢ (estando el nodo raiz en el
nivel 0) se habrén tomado decisiones sobre los programas 1, 2, ..., 4.
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Como queremos maximizar el beneficio siendo éste el numero de programas que se
almacenan, la cota inferior de un nodo serd el nimero de unos que hay en la solucién
parcial (que representa el nimero de programas que se ha decidido almacenar en la
cinta); la cota superior serd la inferior mas el nimero de programas sobre los que
todavia no se ha decidido nada; y el beneficio estimado serd la media entre estas dos
cotas.

Para la poda del arbol se utiliza una variable global BG que en cada momento
contendra la mayor de las cotas inferiores de los nodos evaluados. Cuando en un nodo
i sea CS(i) < BG no es necesario generar sus descendientes. Ademds, hay que evaluar
sélo nodos que nos lleven a soluciones posibles, por lo que cuando las sumas de las
longitudes se los programas con solucion[i] = 1 sea mayor que L tampoco hay que
generar a partir de ese nodo.

Para el ejemplo dado el arbol quedaria:

donde dentro de cada nodo aparece el orden en que se genera, arriba aparecen la cota
inferior, el beneficio estimado y la cota superior, y los nodos a la izquierda corresponden
a solucion[i] = 0 y los de la derecha a solucion[i] = 1.

Problema 7.9 Supuesto que ya tenemos decidido cudles son los n programas que
podemos almacenar en la cinta se trata de distribuirlos en ésta de manera que el tiempo
medio de acceso desde el principio de la cinta sea minimo (si tenemos los programas
en el orden Iy, Iy, ..., [,, €l tiempo de acceso a [; es 0, a Iy es proporcional a [, a I3 es
proporcional a l; + Iy, etc...). La informacién sobre los programas la tenemos en una
lista donde los nodos tienen la forma:
nodo=record
identificador: nombre del programa
orden: entero (indica el orden en que se almacena en la cinta)
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longitud: entero
programa: texto del programa
siguiente: puntero a nodo
endrecord
Programar un algoritmo con complejidad temporal del orden de nlogn que minimice el
tiempo de acceso, demostrar que encuentra una solucién éptima y calcular su tiempo de
ejecucién. El programa tiene como finalidad llenar con los valores apropiados el campo
orden de los nodos de la lista que no se deberd modificar por ningiin otro concepto.
Solucién:
El tiempo medio de acceso suponiendo que hay la misma probabilidad de acceder
a cada uno de los programas es:

(n—l)l1+(n—2)l2-|—...-|—ln_1
n

y para minimizarlo basta minimizar el numerador.

Parece légico que una distribucién éptima se obtiene cuando [} < I, < ... <
l,. Para demostrarlo, suponemos una distribucién con I; > [; siendo ¢ < j, y de-
mostraremos que no es éptima pues intercambiando I; y I; de sitio se obtiene otra
distribucién mejor.

El término i-ésimo del sumatorio es (n — @)l; y el término j-ésimo es (n — j)l;, y
en la distribucién obtenida poniendo /; en el lugar j y /; en el lugar ¢ estos términos
son (n—1)l; y (n — j)l;, siendo los demds términos del sumatorio iguales para las dos
distribuciones, pero (n—14)l;+(n—j)l; > (n—1i)l;+(n—j)l;, pues —il;—jl; > —il;—jl;,
ya que (j—14)l; > (j —i)l;, al ser [; > I;; por lo que la distribucién inicial no es éptima.

Por lo tanto, el problema consiste en ordenar los programas en orden creciente
de longitud, y esto hay que hacerlo modificando el campo orden de cada nodo. La
ordenacion se puede hacer con un coste nlogn por ejemplo con el método mergesort,
pero el obtener las longitudes y los nodos y poner los 6rdenes en el campo orden no nos
debe superar el tiempo nlogn. Obtener las longitudes y almacenarlas en un array nos
supone un tiempo n pues sélo hay que recorrer la lista una vez, pero para actualizar
los valores del campo orden con un orden 7 necesitamos poder acceder a cada nodo sin
recorrer la lista, por lo que, junto con la longitud, almacenaremos un puntero al nodo
correpsondiente.

Los datos los almacenamos en un array:

a:array[l..n] of datos

datos:record

long:entero
lugar:pointer to nodo

endrecord

El programa seria:

leer
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ordenar(1,n)
actualizar
donde en ”leer” inicializamos a:
p = lista (siendo lista el puntero al principio de la lista)
i=1
while p # nil
ali].long = p— > longitud
ali)lugar = p
p = p— > siquiente
endwhile
en ”actualizar” modificariamos el campo orden:
fortr=1ton
af].lugar— > orden =i
endfor
y en "ordenar” se haria la ordenacion de a por el método mergesort:
procedure ordenar(p, g:enteros)
ifp<yq
m=(p+q) div 2
ordenar(p, m)
ordenar(m + 1, q)
mezclar(p, m, g)

endif
siendo "mezclar”:
1=p
j=m+1
k=p

while : <m and j < ¢
if a[i].long < a[j].long
bk] = a[i] (se copia el registro entero siendo b del mismo tipo que a)

i=1+1
else
blk] = aly]
J=7j+1
endif
E=k+1
endwhile
ifi<m
forl=1tom
blk] = a[l]
k=k+1

endfor
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else
forl=7jtoq
blk] = a[l]
k=k+1
endfor
endif
foril=ptogq
all] = b[l]
endfor
El orden de ”leer” es n pues se pasa n veces por el cuerpo del while que es constante.
El de ”actualizar” también es n pues es un for de 1 a n con cuerpo constante.

Problema 7.10 Resolver por Branch and Bound el problema de la devolucién de
monedas suponiendo que tenemos en un array de indices de 1 a n los valores de las
monedas de que disponemos, y que disponemos de un numero ilimitado de monedas
de cada uno de los n tipos. Se pide explicar cémo seria el arbol de soluciones, cémo
se representarian las soluciones, cdmo se calcularian la cota superior, la inferior y la
estimacién del beneficio en cada nodo y los procedimientos de poda y ramificacién.

Solucién:

El 4rbol tendria profundidad n, indicandose en el nivel i-ésimo la cantidad de
monedas del tipo ¢ que se dan, y en cada nivel el nimero de hijos de un nodo seré
L%J + 1, siendo C' la cantidad que queda por dar y alé] el valor de la moneda i-ésima
si vamos por el nivel .

Una solucién se representard en un array de 1 a n de enteros indicando en el lugar
i-ésimo la cantidad de veces que se da la moneda i-ésima.

La C1I puede ser la cantidad de monedas que se han dado hasta ese momento y la
CS=CI+ m, que es la cantidad de monedas que se llevan dadas mas las que
habria que dar suponiendo que las que quedan por dar hay que darlas todas de las de
menor valor de las que quedan (por eso hacemos el minimo con i > nivel).

La estimacion del coste podria ser la media de CIy C'S.

El criterio de ramificacién si usamos un LC-FIFO, como queremos minimizar el
coste seria por la de menor beneficio estimado y a igualdad de beneficio por el primero
generado. Esto influye sélo en la gestion de la lista de nodos vivos pues la ramificacion
se hace siempre tomando el primero de la lista.

La poda se hard cuando CI(3) > minseuciones generadasC0Ste, por lo que se necesita
una variable CG donde se almacene este minimo. Hay que tener en cuenta que sélo se
puede podar cuando se ha llegado a una solucidn, pues puede ocurrir que a partir de
un nodo no tengamos solucién y, por tanto, C'S en cada nodo es una cota superior de
una posible solucién a partir de ese nodo.

Problema 7.11 Dado un grafo multietapa con n nodos, uno de ellos (que llamaremos
origen) en el primer nivel, otro (que llamaremos destino) en el @ltimo nivel, y [ niveles
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intermedios con "l;2 nodos en cada uno de los niveles intermedios.

Resolver por avance rapido el problema de encontrar el camino de longitud minima
del origen al destino. Estudiar el tiempo de ejecucién del algoritmo.

Indicar al menos dos maneras en las que el avance rdpido se puede usar en este
problema para reducir el nimero de nodos generados cuando se resuelve el problema por
backtracking o branch and bound. Poner ejemplos que ilustren los métodos indicados.

Solucién:

Los nodos estaran numerados de 1 a 7, siendo el nodo origen el 1 y el destino el n.
Consideramos los pesos de las aristas almacenados en una matriz de adyacencia (d),
donde un oo indicara que no existe la arista.

En un método de avance rapido se dan una serie de pasos que parecen 6ptimos
en cada momento. En cada momento se tomara de entre todas las aristas que salen
del nodo en el que estamos la arista de menor coste. El nimero de pasos serd [ + 1,
partiendo del nodo 1, y se utilizard un array s : array0,..,! + 1] de 1, ..n para indicar
a qué nodo se llega desde el nodo actual. s[0] = 1 para indicar que se parte del nodo 1.
En los | primeros pasos hay que obtener la minima de ”T‘Q aristas, y en el ltimo paso
s6lo hay una posible arista, por lo que el niimero de pasos se reducird a l, y s[l+1] = n.
Ademds, llevaremos una variable L donde se almacenara la longitud del camino que
se va formando, por lo que estard inicializada a 0 y al final tendrd el valor del camino
obtenido, que puede no ser el 4ptimo y que incluso puede que no encontremos camino,
con lo que L tendra el valor co. El esquema del algoritmo seria:

L=0
s[0]=1
sfl+1]=n
fori=1tol

min = d[sli —1],2 4+ (n — 2)(i — 1)/]]
sli] =2+ (n—2)(i — 1)/
for j=3+(n—-2)(i—1)/1to2+ (n—2)i/l
if d[s[i — 1], j] < min
min = d[s[i — 1], j]
sli] = j
endif
endfor
L=L+d[s[i—1],s[i]
endfor
L =L+ d[s[l},n]
El primer bucle se utiliza para realizar los [ pasos, y el segundo para obtener la arista
de longitud minima desde el nodo en el que estamos. No es necesario evaluar todos los
nodos sino solo los del siguiente nivel. Si no hay ninguna arista desde el nodo actual
se tomard como destino el primer nodo del siguiente nivel, y L tomard el valor co.
Estamos considerando que tiene sentido sumar valores infinito. Se podria acabar en
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cuanto min saliera del bucle interior con valor oo, pues en este caso no encontramos
el camino que estamos buscando. Esto implicaria cambiar el for externo por un while.
Al acabar el for externo se actualiza L pues, como hemos dicho, sélo hay una posible
arista desde el nodo actual al destino.

En un esquema general de avance rapido se tiene una funcién seleccion que en
nuestro caso corresponde al bucle interno. La funcién de comprobacién de si es valida
la, seleccién que hemos hecho, no aparece en nuestro esquema pues la decisién que
tomamos la consideramos siempre valida, y que si decidimos evitar el seguir generando
caminos inexistentes consistiria en comprobar si el valor de min es co. La funcién de
aniadir la decision a la solucién es la actualizacion de s.

Para estudiar el tiempo de ejecucién, dado que el algoritmo consta de [ pasos, en

cada uno de los cuales se obtiene un minimo de %2 datos, el tiempo ser4 del orden de

122 € f(n). l

En un backtracking se puede usar el método de avance rapido para obtener una
solucién, y la funcién criterio determinaria si en un nodo la longitud del camino hasta
el nodo es mayor que la longitud del camino encontrado por avance rapido, en cuyo
caso no se cumple el criterio y se evitaria generar algunos nodos. Como ejemplo vemos
el siguiente grafo:

cuyo recorrido por backtracking se muestra en el arbol siguiente, donde dentro de cada
nodo se pone el nimero de nodo a que corresponde en el grafo, en cada arista del
arbol se pone al peso de la arista correspondiente en el grafo, y al lado de cada nodo
aparecen dos numeros, indicando el que estd a la izquierda el orden en que se recorren
los nodos del arbol, y el que estd a la derecha la longitud del camino encontrado por
avance rapido. En el nodo uno la longitud del camino es 10, y en el nodo dos no se
actualiza la longitud del camino pues aplicando avance rapido a partir de ese nodo se
obtiene un camino de longitud 11, que no mejora la longitud asociada al nodo uno. Se
comprueba que se poda un unico nodo.
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En un Branch and Bound se puede utilizar el método de avance rapido para estimar
en cada nodo el coste de un camino a partir de ese nodo; ademds, este valor sirve como
cota superior, y como cota inferior se puede utilizar la longitud del camino recorrido
hasta llegar al nodo. El avance rapido serviria, por tanto, para guiar la busqueda, y la
poda se haria como se ha visto en el backtracking con la funcién eriterio. En la grafica
siguiente se muestra como funcionaria el método con el grafo ejemplo. Los nimero
significan lo mismo que en el arbol del backtracking, menos el valor a la derecha de un
nodo, que es la estimacién del coste (y la cota superior). También en este caso se poda
un nodo.

9211 3(3)10

8 1 %N
8 15  9(511 4(4)9 5(5)10
(1 ;

5 2| 9,
10 6) 11 6(6)9 7(6) 10

Problema 7.12 Dado el arbol de busqueda:
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‘T) 6-8-10

6 17 16 9

5
donde al lado de cada nodo aparecen la cota inferior, la estimacién del beneficio, y la
cota superior estimadas para el nodo; explicar como se recorreria el arbol utilizando
una técnica Branch and Bound con los métodos FIFO, LIFO, LC-FIFO y LC-LIFO.
Habré que indicar el orden en que se recorren los nodos y el estado de la Lista de Nodos
Vivos a lo largo de la ejecucion.

Solucién:

Mostraremos la evolucién indicando el orden en que se rerorren los nodos y cémo
queda la lista de nodos vivos después de cada generacién de hijos de un nodo. También
indicaremos el valor de la variable global C donde almacenamos la mayor de las cotas
inferiores (pues queremos maximizar el beneficio). Consideraremos que a partir de un

nodo siempre hay solucién, con lo que las podas se pueden hacer desde el principio.
FIFO:

1 3-7-12 LNV 1

4711 81 3-7-10 LNV 23
G)‘
LNV 3,45

3 489 ‘6'9 U6 INV456
, T

C
C
C
C
\ " LNV5,689  C=6
€478 @589 A8 106810 126 > LNV689,11 C=8
| | LNV89,11  C=8
C
8

5 46 i1 LNV 911 =8
G 1 EN ! poda 8 pues CS(8)<=C
LNV 11 C=8

LIFO:
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LNV 1
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LNV 2
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LC-FIFO:

 3-7-12 LNV 1

C
4711 131 3-7-10 LNV23 C=4
2 [~
, LNV435  C=4
1489 @ 6 06 INV935s8 (=5
‘ ‘ LNV3,5,8 C=7
87478 907589 D8 T16-8-10 126/ > LNV58,6 C=7
LNVI1 86  C=8
C=9

i35 11 6 a7 agg~— LNV86

poda 8 y 6 y acaba

LC-LIFO:
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qf 3-7-12 LNV 1 C
OF 4711 3 37-10 LNV 32 C
, | LNV 2.6 C
4y 489  @r4710  6) 369 LNV 45,6 C
' 4 LNV9856  C
& 478 589 D8 116810 26  LNV85S6 C
| , LNV5.6 C
- y LNV 11,6 C

5 1 6 7 9 :
G U i B LNV 6 C

poda 6 y acaba

Problema 7.13 Programar la resolucién del problema del paseo del caballo por back-
tracking. Dar el esquema que habria que utilizar, indicar cudl es la condicién de fin, y
como son las funciones ”generar”, "mas_hijos”, ”criterio” y ”solucion”.

Indicar si se podria resolver el problema por Branch and Bound: indicando cémo
seria el arbol de soluciones, como se representaria una solucién, cémo se calcularian la
cota superior, la inferior y la estimacién del beneficio en cada nodo, y cémo se haria la
ramificacion y la poda.

Solucién:

Como estamos buscando una tnica solucién se acabard cuando se encuentre la
primera, pero como no podemos estar seguros de si hay solucién también se acabara
cuando se recorra todo el arbol volviendo al nodo raiz, en cuyo caso el problema no
tiene solucion. Segin esto el esquema del algoritmo podria ser:

nivel =1

generar(nivel)

repetir

si solucion(nivel)
fin=verdad
en otro caso si criterio(nivel)
nivel = nivel + 1
generar(nivel)
en otro caso si mas_hermanos(nivel)
generar(nivel)
en otro caso
mientras (no mas_hermanos(nivel)) y (nivel # 0)
nivel = nivel — 1
finmientras

w

il Il Il Il Il
B

OO0 ~J IS & O
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si nivel # 1
generar(nivel)
finsi
finsi

hasta fin o nivel =0

El drbol tendrd n? niveles (y la raiz) si consideramos el tablero cuadrado de di-
mensién n X n, aunque también podria no ser cuadrado el tablero, en cuyo caso el
numero de niveles es nm, con n el numero de filas y m el de columnas. Por simplicidad
vamos a considerar el tablero cuadrado.

Cada nodo tendra 8 hijos, correspondiendo a los 8 posibles movimientos del caballo.
Algunos de los movimientos sacarfan al caballo del tablero o lo llevarian a una casilla
ya visitada, con lo que la funcién criterio se ocupara de eliminar estos nodos. Usaremos
un array tablero[l..n,1..n] con valores 0 o 1, indicando un cero que no se ha visitado
esa posicién y un 1 que si se ha visitado. Inicialmente todas las posiciones estaran a
Cero.

El array solucion serd s[1..n%], donde cada valor s[¢] serd una terna indicando el
primer elemento el movimiento realizado por €l caballo (un valor entre 1 y 8 indica un
movimiento y un 0 que no se ha realizado movimiento todavia) y los elementos segundo
y tercero de la terna indican la posicién a que va a parar el caballo en el tablero. A los
tres elementos les llamaremos s[i].m, s[i].z y si].y. Si inicialmente el caballo estd en
la posicién (z,y) la generacién de s[1] consistird en hacer s[1] = (0,z,y), por lo que el
generar externo al repetir en el esquema debe sustituirse por esa asignacién. Ademads,
el resto de los elementos de s se inicializardn a (0,0,0) fuera del repetir. También la
variable fin debe inicializarse a falso.

Un nodo cumplird el criterio cuando la posicién que representa no esté fuera del
tablero ni haya sido ya visitada:

criterio(nivel):

devolver (0 < s[nivel]l.s <n+1y0 < s[nivell.y<n+1y
tablero[s[nivel|.z, s[nivel].y] = 0)

Un nodo serd solucién cuando se hayan recorrido las n? posiciones del tablero
habiendo llegado a un nodo que cumple el criterio:

solucion(nivel):

devolver (nivel = n? y criterio(nivel))

Un nodo tendrd maés hermanos si todavia no se han ensayado los ocho posibles
movimientos que se podian hacer desde el nodo padre:

mas_hermanos(nivel):

devolver s[nivel].m < 8

La tinica funcién que es un poco mas complicada es la funcién generar. Se generara
el nimero de movimiento que se va a hacer sumando uno al valor que tuviera, por lo
que debe estar inicializado a cero; a partir de ese niimero de movimiento se generaran
las posiciones del tablero a las que se llega haciendo ese movimiento a partir de la
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posicién del nodo padre:
generar (nivel):
s[navel].m = s[nivel].m + 1
case s[nivel].m
1: s[nivel).z = s[nivel — 1].z + 2
s[nivel].y = s[nivel — 1.y — 1
2: s[nivel].z = s[nivel — 1].z + 1
s[nivel].y = s[nivel — 1].y — 2
3: s[nivel].x = s[nivel — 1.z — 1
s[nivel].y = s[nivel — 1].y — 2
4: s[nivel|.x = s[nivel — 1].2 — 2
s[nivel].y = s[nivel — 1.y — 1
5: s[nivel].z = s[nivel — 1].0 — 2
s[nivel].y = s[nivel — 1.y + 1
6: s[nivel].x = s[nivel — 1.2 — 1
s[nivel].y = s[nivel — 1].y + 2
7: s[nivel].z = s[nivel — 1].2 + 1
s[nivel].y = s[nivel — 1].y + 2
8: s[nivel].x = s[nivel — 1.z + 2
s[nivel].y = s[nivel — 1.y + 1
fincase
si criterio(nivel)
tablerols[nivel.x, s|nivel].y] = 1
finsi
(los movimientos se pueden numerar de esta manera o de cualquier otra). Se pone a
cero la posicién del tablero que se estaba ocupando antes y a uno la que se pasa a
ocupar tras el movimiento, pero comprobando que la posicion esta dentro del tablero.
Por tltimo, hay que tener en cuenta que antes de retroceder en el arbol hay que
poner s[nivel].m = 0 para que al llegar de nuevo a ese nivel pero desde otro nodo
se vuelvan a intentar los ocho movimientos. Ademds hay que liberar la posicién del
tablero que se estaba ocupando. El cuerpo del while quedara:
s[nivell.m =0
tablero[s[nivel].z, s[nivel].y] = 0
nivel = nivel — 1
Para resolverlo por Branch and Bound hay que tener en cuenta que se pueden
eliminar nodos si no cumplen el mismo criterio que se exige en el backtracking, y que
en este caso se generan todos los hijos de un nodo incluyendo en la lista de nodos vivos
los que cumplen el criterio.
Como no es un problema de optimizacién sino de encontrar una unica solucidn,
el esquema del Branch and Bound no tiene mucho sentido y las cotas inferiores y
superiores de un nodo no solucién pueden ser CI = —oo y C'S = +00 indicando estos
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valores numeros suficientemente pequenos y grandes, y en un nodo solucién C1 =
CS = +00, con lo que no se podardn nodos hasta llegar a uno solucién, en cuyo caso
se podaran todos pues no hace falta seguir buscando una solucién.

M4s sentido tiene la ramificacién en este ejemplo, pues nos debe guiar la busqueda
de manera que se examinen primero los nodos que parezcan mas prometedores. Para,
esto podemos usar el esquema de Warsdorff y considerar que son més prometedores
nodos a los que se puede llegar desde menos posiciones no recorridas todavia. Si lo
consideramos como un problema de maximizacion la estimacién del beneficio seria,
EB = 8 — p, siendo p el numero de posiciones no recorridas a las que se puede llegar
desde ese nodo.

También se podria tener en cuenta que puede ser méds prometedor seguir por nodos
de niveles mds profundos pues en este caso puede que estemos més cerca de la solucién.
De este modo la estimacién del beneficio podria ser EB = 8 — p+nivel, u otra férmula
donde la varialbe nivel aumente la estimacién del beneficio.

Problema 7.14 Dados n niimeros naturales S = {1, %2, ..., ,} y un nimero natural
N. Queremos encontrar el subconjunto de S (T C S, T = {y1,¥2,---,Um}) que
minimice [N —y; — yo — ... — Y-

a) Resolver el problema por backtracking utilizando un esquema similar a los vis-
tos en clase, programando las funciones ”criterio”, "mashijos” (o "mashermanos”),
"generar” y ”solucion”.

b) Indicar cémo se podria resolver por Branch and Bound, indicando cémo se
calcularian la cota inferior y superior y la estimacién del beneficio en cada nodo, cémo
se haria la ramificacién y la poda.

Solucién:

a) El problema es de optimizacién, por lo que habrd que recorrer el drbol 16gico
de soluciones quedandonos con la dptima en cada momento, y se acabard cuando se
vuelva al nodo raiz, o cuando la funcién objetivo sea cero (N =y1 + 92+ ... + Ym)-

La solucién se representard con un array s[0..n] con valores entre 0 y n, indicando
s[i] = j que se toma z;, y un valor s[i] = 0 que no se toma ningin ndimero, y si s[i] =0
(con ¢ > 0) también serd s[j] =0 si j > i. Con esta representacién de las soluciones el
arbol tiene la forma:
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Se necesitard un array auxiliar so[0..n| para almacenar la solucién éptima actual.
Este array estard inicializado a 0.

También usaremos una variable auxiliar vo que contendra el valor de la solucién
éptima actual, y que estard inicializado a oo ya que estamos en un problema de mini-
mizacion.

En cada nodo habré que calcular un valor |N — z,1) 4 g + . .. + Zyjnive| Si €l
nodo estd en el nivel indicado por la variable nivel. Este valor se comparard con vo
para determinar si la solucion representada por el nodo es mejor que la 6ptima actual.
Este valor se puede calcular en cada nodo o utilizar otra variable auxiliar (va) que
contenga N — Zy1) + Tgg) + ... + Tsjnivey) ¥ que habrd que actualizar al pasar de un
nodo a otro. No se puede incluir el valor absoluto en esta variable pues no se podria
actualizar sumando o restando los valores.

Las funciones pueden tener la siguiente forma:

e La funcién criterio devolverd true cuando a partir de un nodo se pueda encontrar
una solucién que mejore la actual. Al ser los nimeros todoa naturales, cuando
va < 0 el anadir nimeros implicard disminuir su valor y aumentarlo en valor
absoluto, con lo que cualquier solucién a partir de ese nodo serd peor que la
del nodo donde estamos. También hay que comprobar si estamos en un nodo
terminal. Cuando vo = 0 tampoco hard falta seguir, pero esto se comprobard
cada vez que se modifique so. Tendremos:

criterio(nivel):
return(va > 0 and s[nivel] < n)
e Todos los nodos salvo los terminales (y el raiz) tienen mas hermanos, con lo que la
funcién
mas_hermanos seré:
mas_hermanos(nivel):
return(s[nivel] < n)
e La funcién solucion siempre vale true pues cualquier nodo representa una po-

sible solucién, aunque habrd que comparar con la solucién dptima actual para
comprobar si la mejora:

solucion(nivel):

return true

o La funcién generar, en la generacion del primer hijo de un nodo debe poner en
s el valor del nodo padre mas 1 (por eso necesitamos la posicién 0 del array s
inicializada a 0), y si no es el primer hijo debe sumar uno al valor actual. Ademds,
como se cambia de nodo en el recorrido del 4rbol légico, habrd que actualizar la
varialbe v:
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generar(nivel):
if s[nivel] = 0
auz = s[nivel — 1] +1
else
VA = VA — Tyfnipel]
aux = s[nivel] + 1
endif
VO = VG + Ty

s[nivel] = aux

Con las variables auxiliares y las funciones descritas el esquema del algoritmo
podria ser:
Backtracking(n):
nivel =0
s 0
50«0
V0 = 00
va=N
fin=false
repeat
if solucion(nivel)  /*Podria no ponerse pues es true*/
if |va| < vo
S0+ 8
vo = |val
ifvo=20
fin=true
endif
endif
endif
if criterio(nivel)
nivel = nivel 4+ 1
generar(nivel)
elsif mas_hermanos(nivel)
generar(nivel)
else
while ((nivel > 0) and (not mas_hermanos(nivel)))
Va4 = VG — Tgnijvel]
s[nivel] =0
nivel = niwel — 1
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endwhile

if (nivel = 0)
fin=true

else
generar(nivel)

endif

endif
until fin

b) Para resolverlo por Branch and Bound, dado que estamos minimizando un
coste, la estrategia de ramificacion puede ser LC-FIFO o LC-LIFO, y como no podemos
predecir qué suma va a estar mas cercana a N tampoco podemos saber si una estrategia
es preferible a la otra.

En un nodo, lo peor que puede pasar es que no tomemos ningin nimero més, y
por tanto una cota superior del coste serd, C'S(nodo) = [N — Y14 gy

Para la cota inferior podemos tomar la cota superior cuando el valor en ese nodo
(la variable va del apartado anterior) sea negativo, o el valor 0 en otro caso, pues no
sabriamos a partir de ese nodo hasta qué valor llegariamos, a no ser recorriendo sus
hijos.

La estimacién del coste puede ser la media de CI y CS§, con lo que en este caso
seria, EC' = % El coste también se puede estimar por avance rapido tomando
numeros a partir del que estamos mientras el anadir un niimero nos disminuya el valor
de la funcién objetivo.

Se podard un nodo cuando CI(nodo) < Minicnodosgenerados{CS(8)} ya que todos
los nodos representan una solucién.

Problema 7.15 Se quiere resolver por Branch and Bound un problema representado
por el arbol:

\
y
1 (1

donde al lado de cada nodo hay tres nimeros que indican la cota inferior, la estimacién
del beneficio y la cota superior, y al lado de los nodos terminales hay un namero que
representa el valor de la solucién asociada a ese nodo. Si el problema es de maximizar
el beneficio, indicar cémo se recorreria el arbol y cémo quedaria la lista de nodos vivos
y la variable global utilizada para podar en cada paso del recurrido utilizando una
técnica LC-FIFO (en nuestro caso no es menor coste sino méximo beneficio) en los
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Casos:

a) Que se sabe que apartir de cada nodo hay solucién, por lo que las cotas inferiores
y superiores son cotas de una solucién dptima a partir del nodo.

b) Que no se sabe si a partir de un nodo hay solucién o no, por lo que las cotas lo
son de una solucién 6ptima si es que existe solucién a partir del nodo.

Solucién:

a) Se podara un nodo cuando su CS(nodo) < maz{CI(nodos generados)} pues
sabemos que a partir de cualquier nodo hay solucién. La lista de nodos vivos y el valor
de la variable C' donde guardamos el maximo de las cotas inferiores queda en cada
paso:

o LNV: 1. C=T.
e Generacién del nodo 2. C=7.

o Generacién del nodo 3.
LNV: 2,3. C=T.

El 2 esta antes que el 3 en la lista porque su estimacién del beneficio es mayor.
o Generacion del nodo 4. C=9.

o Generacién del nodo 5, que se poda porque CS(5) = C.
LNV: 4,3. C=9.

Generacion del nodo 8 que no se pone en la lista pues es terminal.

Generacion del nodo 9. No se pone en la lista porque es terminal. Se actualiza
C.

LNV: 3. C=10.

Se toma el nodo 3 de la LNV, y se poda porque C'S(3) < C.

El algoritmo acaba con valor 10 y nodo solucién el 9 que es el tltimo con que se
actualizé C.

b) En este caso las cotas lo son de posibles soluciones, pero sélo se sabe si hay
solucién a partir de un nodo si se ha llegado a sus nodos terminales. No se podra
podar nodos por el mismo criterio anterior, sino que se podard un nodo cuando su
CS(nodo) < maz{valor(nodos solucién generados)}. Para que no se pode antes se
inicializara C' a 0, y se actualizard s6lo con los nodos solucién. La lista de nodos vivos
y el valor de la variable C' donde guardamos el méximo de los valores de los nodos
solucién queda en cada paso:
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e LNV: 1. C=0.
e Generacion del nodo 2. C=0.

e Generacion del nodo 3.
LNV: 2,3. C=0.

El 2 estd antes que el 3 en la lista porque su estimacién del beneficio es mayor.
e Generacién del nodo 4. C=0.

e Generacién del nodo 5. A diferencia del apartado a), en este caso no se puede
podar, y se pone después del nodo 3 pues a igualdad de estimacién del beneficio
utilizamos el criterio FIFO.

LNV: 4,3,5. C=0.

o Generacién del nodo 8 que no se pone en la lista pues es terminal. C' queda con
valor 9.

o Generacion del nodo 9. No se pone en la lista porque es terminal.
LNV: 3,5. C=10.

e Se toma el nodo 3 de la LNV, y se poda porque C'S(3) < C.
e Se toma el nodo 5 de la LNV, y se poda porque C'S(3) < C.

o El algoritmo acaba con valor 10 y nodo solucién el 9 que es el iltimo con que se
actualizo C.

Problema 7.16 Se quiere resolver el problema de, dado un damero rectangular de
dimensiones nXm y una serie de p piezas rectangulares de dimensiones ny xmy, ..., n, X
myp, obtener una asignacién de las piezas al tablero con la mayor cantidad de piezas
posibles que cumpla: no se salga ninguna porcién de una pieza fuera del tablero y no
se solapen las piezas.
a) Resolver el problema por Backtracking segiin un esquema no recursivo de los vistos
en clase. Habrd que decir las estructuras de datos que se utilizan, cémo se representan
las soluciones, cudl seria el arbol de soluciones que se recorre, cudl es la condicién de
fin, programar las distintas funciones que aparecen en el esquema, y dar el esquema
tal como quedaria para este problema.
b) Indicar alguna estrategia para resolver el problema por Branch and Bound.
Solucién:
a) Suponemos que tenemos el tipo de datos pares que es un registro con dos campos z
e y con valores enteros.
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Las dimensiones de las p piezas estardn almacenadas en un array piezas:array|l..p|
de pares.

La solucién que se va examinando se almacenard en un array s:array[l..p| de pares,
donde s[i] indica la posicién de la pieza i en el tablero, tomandose siempre la posicién
tomando como referencia el cuadrado superior izquierda de la pieza. Una solucién
vendrd, dada por las posiciones de todas las piezas en el tablero, y se indicard que la
pieza 4 no se introduce con el valor cero en s[i].z. Un valor -1 en esa posicién indicard
que no se ha tomado todavia ninguna decisién sobre esa pieza, por lo que inicialmente
s tendra inicializados todos los campos z a -1. Tendremos otro array so donde se
almacena la solucién 6ptima hasta ese momento. Estard inicializado como s.

La ocupacién del tablero vendrd dada por un array t:array[l..n,1..m| de 0..1. Un
cero indicard que ninguna pieza estd ocupando esa posicién y un 1 que si estd ocupada.
Todas las posiciones estardn inicializadas a cero.

Tendremos dos variables que indicaran el nimero de piezas situadas en el tablero:
np indica el nimero de piezas en el tablero que se esta examinando y npo en el tablero
éptimo hasta ese momento.

El arbol tendra p niveles, uno por cada pieza, y en cada nivel ¢ se decidira en qué
posicién del tablero situar la pieza. Como hay nm posibles posiciones y la posibilidad
de no incluir la pieza en la solucién, cada nodo no terminal tendrd nm + 1 hijos. Se
empezard, intentando poner una pieza en la posicién (1,1), después en la (1,2) y asi
sucesivamente hasta haber probado en todas las columnas de la primera fila, después
se pasard a la posicién (2,1), etc. La 1ltima posibilidad que se contemplard serd no
incluir la pieza.

La funcién solucion comprobara si estamos en el 1ltimo nivel y si se cumplen las
restricciones de que no solapen piezas y de que esté entera dentro del tablero, esto se
hard con un procedimiento cabe. En caso de caber se pondra la pieza en el tablero con
un procedimiento poner.

La funcién criterio comprobara que el nodo no sea terminal y que quepa la pieza,
con el procedimiento cabe, en cuyo caso la pondra con poner.

Habrd mds hermanos mientras s[nivel].z # 0.

Al retroceder se debe liberar las posiciones ocupadas en t si se ha puesto la pieza,
y se debe actualizar np y volver a poner s[nivel| a su valor inicial.

En generar se generara el siguiente nodo, pero no se pondra la pieza, lo que se hara
con el procedimiento poner, ya sea el nodo solucién o no. Para controlar esto se tendra,
un array puesta:array[l..p]de 0..1, indicando un 0 que la pieza no se ha puesto y un
1 que si. La funcién generar genera el nodo pero no pone la pieza, y es en la funcién
poner donde se pone la pieza.

Con todas estas observaciones el esquema podria ser:

t+<0

s+ (-1,-1)

s0 + (0,0)
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np =20
npo =10
puesta + 0
nivel =1
generar
repetir
si solucion
1 np > npo
804§
npo = no
finsi
finsi
si criterio
generar
else
mientras no hermanos y nivel # ()
retroceder
finmientras
si nivel # 0
generar
finsi
finsi
hasta nivel =0

CAPITULO 7. BRANCH AND BOUND

La condicién de fin es que se recorra todo el arbol pues es un problema de op-
timizaciéon. No hemos considerado pardmetros en las funciones y procedimientos por

simplificar la escritura.
Las funciones seran:
solucion:
valor=terminal y cabe
si valor
poner
finsi
devolver valor
Donde:
terminal:
devolver (nivel = p)
cabe:
vale = true
1=0
j=0
mientras vale y i # piezas[nivel].x
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si (s[nivel].z + i > n) o (s[nivell.y + 7 > m)
vale=false (*se sale del tablero*)
finsi
si vale (*sino se sale comprueba si solapa*)
si t[s[nivel].x + i, s[nivel].y + j] = 1
vale=false
finsi
(*pasa a la siguiente posicién de la pieza*)
j++
si j = piezas[nivel].y
=0
1+ +
finsi
finsi
finmientras
devolver vale

poner:
(*pone las piezas que previamente ha comprobado que no se salen del tablero ni
solapan con otra ya en el tablero*)
desde i = s[nivel].z hasta s[nivel].x + piezas[nivel].z — 1
desde j = s[nivel].y hasta s[nivel.y + piezas[nivel].y — 1
tli,j] =1
findesde
findesde
np+—+
puesta[nivel] = 1
La funcién generar genera el siguiente nodo pero indicando que no se ha puesto la
pieza en el tablero, pues esto lo hace la funcién poner:

generar:
puesta[nivel] = 0
si s[nivel.z = —1 (*no se ha generado todavia ningin hijo*)

s[nivel].z = 1
s[nivel].y = 1
en otro caso si s[nivel].x = n y s[nivel].y = m (*se han comprobado todas la
posiciones en el tablero*)
s[nivel].z = 0 (*se indica que no se pone la pieza*)
en otro caso
si s[nivel].y # m (*si no es la dltima columna™)
s[nivel].y = s[nivel].y + 1
en otro caso
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s[nivel].y =1
s[nivel].z = s[nivel].z +1
finsi
finsi

Hay mas hermanos si no estamos en el 1ltimo nodo que indica que no se pone la
pieza:

hermanos:

devolver s[nivel].z # 0

Y al retroceder se quita la pieza del tablero si esta puesta, en cuyo caso ademas se
quita uno al nimero de piezas de la solucién, y se deja s[nivel].z con valor -1 porque
cuando volvamos a bajar a ese nivel serd desde otro nodo y habra que volver a generar
nodos desde el principio:

retroceder:

si puestalnivel] = 1
quitar
finsi
s[nivel].z = -1
nivel — —
Donde:
quitar:
desde i = s[nivel].z hasta s[nivel].x + piezas[nivel].z — 1
desde j = s[nivel].y hasta s[nivel.y + piezas[nivel].y — 1
tli, 5] =0
findesde
findesde
np — —
b) Para resolver el problema por Branch and Bound, como se trata de un problema de
maximizacién del namero de piezas que se pueden poner en el tablero, habrd que dar
una cota inferior y otra superior de ese niimero en cada nodo, supuesto que utilizamos
un 4rbol como en el caso del backtracking.

La cota inferior puede ser el numero de piezas situadas hasta ese momento, que
serd el valor np del apartado a).

La cota superior puede ser la cota inferior mas un nimero maximo de piezas que se
pueden poner de las que quedan. Este nimero podria ser el numero de espacios libres
en el tablero partido por el nimero de cuadros de la pieza mas pequena de entre las
que no se han puesto todavia. Para implementar esto de manera eficiente habria que
llevar una variable que indicara el nimero de casillas libres en el tablero, de manera
que no se tenga que calcular este nimero en cada nodo sino que se actualice la variable
al poner o quitar una pieza.

Otra forma mas sencilla de obtener una cota superior es la cota inferior més el
nimero de piezas que quedan sin colocar. De esta forma la diferencia entre la cota
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inferior y superior es mayor que con la otra forma de calcular la cota superior, por lo
que en este caso seguramente se podardn menos nodos.

Una estimacién del beneficio puede ser la media entre la cota inferior y superior,
la cota inferior o la cota superior, y estas estimaciones son validas para cualquiera de
las dos maneras de obtener las cotas que hemos dicho.

Una estimacién mejor puede ser la cota inferior méds una media de las piezas que
se pueden incluir, que se puede obtener como el cociente entre el nimero de casillas
libres partido por la media de casillas de las piezas aun sin estudiar. De cualquier
manera, como en la estimacién tenemos en cuenta el nimero de casillas libres pero no
su posicién en el tablero, puede que la media que calculemos de este modo esté muy
alejada de la realidad y que lo mas realista sea tomar como estimacién la cota superior.

Independientemente de cémo se calcule la estimacién del beneficio la estrategia de
remificacién serd por el nodo de mayor beneficio estimado y a igualdad se puede tomar
una estrategia FIFO o LIFO.

Se podard un nodo cuando su cota superior sea menor que la mayor de las cotas
inferiores de los nodos ya generados. Se pueden podar nodos desde el principio pues
por debajo de un nodo siempre hay una solucién, al menos la que contiene las piezas
ya incluidas y ninguna maés.

Problema 7.17 a) Consideramos el problema de la mochila modificado consistente
en dado un damero de dimensiones M; X My y n piezas de dimensiones ¢ X ji, 2 X jo,
vuy Ty X Jn, cada una de ellas con beneficio by, by, ..., b,, maximizar el beneficio de
poner las piezas en el tablero teniendo en cuenta que las piezas se pueden separar en
cuadriculas para ponerlas en el tablero y que el beneficio de poner una cuadricula de
una pieza de dimensién ¢ X j con beneficio b es ZQ Resolver el problema con avance
rapido y explicar como funcionaria para el caso de un tablero 3 x4 y piezas 2 x 3, 1 x 4,
3 x 1y 2x 2, con beneficios 6, 3, 4 y 2, respectivamente.

b) Explicar cémo se podria utilizar el avance rdpido anterior en la resolucién por
Branch and Bound del mismo problema pero sin poder dividirse en cuadrados las
piezas.

Solucién:

a) El problema es el de la mochila no 0/1, pues las piezas se pueden dividir en
cuadriculas para incluirlas en el damero. Se ordenan de mayor a menor beneficio
partido por nimero de cuadriculas y se van metiendo en el tablero mientras el niimero
de cuadriculas de la pieza sea menor o igual que el de casillas libres. Cuando una pieza
se mete en el tablero puede que tengamos que dividirla en cuadriculas para que quepa;
esto lo hard la funcién incluir, que no programaremos. Cuando una pieza no cabe
entera se incluiran tantas cuadriculas de dicha pieza como queden libres en el tablero.
El esquema podria, ser:

avance_rapido:

ordenar piezas de mayor a menor %
libres = MM,
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benef =0
preza =1
while pieza < n and ipiezqdpiesa < libres
incluir(pieza,ipiesa jpieza)
libres = libres — ipiezadpieza
benef = benef + byieza
pieza + +
endwhile
if pieza < n
incluir(pieza,libres)
benef = benef + %bpim
endif
Donde pieza indica el niimero de pieza por el que vamos (ya ordenadas). E incluir pone
en el tablero una determinada cantidad de cuadriculas de una pieza; no nos importa
cOmo.
Con el gjemplo que nos dan las piezas quedan ordenadas por beneficios: 4,6, 3, 2,
y por dimensiones: 3 X 1,2 X 3,1 x 4,2 x 2. Inicialmente [tbres = 12; se incluye la
primera pieza y libres = 9; se incluye la segunda y libres = 3; la tercera no cabe entera,
por lo que se incluyen tres de sus cuadriculas. El beneficio final es 446+ %3 =12.25. La,
asignacion puede ser la que se muestra en la figura, pero depende de cémo se programe
incluir:

1|11} 3
2020 2|3
2020 2|3

b) Si las piezas no se pueden dividir tenemos un problema 0/1, por lo que se puede
utilizar el método anterior para obtener en cada nodo una cota superior del beneficio
alcanzable, al igual que pasa con el problema de la mochila. La cota inferior serd en
cada nodo el beneficio de las piezas incluidas hasta ese momento, la cota superior el
beneficio que se obtiene aplicando avance rapido a partir del nodo (si los datos son
enteros podemos tomar la parte entera), y como beneficio estimado podemos tomar la
media. Con el ejemplo y considerando las piezas ya ordenadas el recorrido sera:
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S
(1705612 LNV: 1

bat
FNL
05100 2) (374812 LNV: 3,2

N
T
4-6.5-9 @’ ﬁ' 10-11-12 LNV: 5,4,2
A
7N > /_\
10-10.5-11( 6) No caber
!

1@) (@' No caben

Una vez que se genera el nodo 8 se podan los nodos 4 y 2 pues no se puede mejorar la
solucién obtenida, y se acaba la ejecucién al quedar la Lista de Nodos Vivos vacia.

LNV: 64,2

LNV: 4,2

Problema 7.18 Indicar cémo se puede utilizar el método de avance rapido para re-
solver el problema de la mochila modificado (visto en los problemas del tema de avance
répido) para resolver el mismo problema por Branch and Bound. Indicar c6mo es el
arbol de soluciones, como es el array solucién, coémo se gestiona la lista de nodos vivos,
c6mo se calculan la cota inferior y superior y la estimacién del beneficio en cada nodo,
y cémo se realiza la poda. Ademads, indicar cémo funcionaria con los datos M = 7,
b= (4,5,3,6) y p=(23,1,3), indicando en cada paso de la ejecucién cémo queda
el recorrido del arbol de soluciones, la lista de nodos vivos y la variable que se utiliza
para, realizar las podas.

Solucién:

El arbol constara de n niveles mas el del nodo raiz. En el nivel i-ésimo se decidird
qué porcién meter del objeto 2. Como cada objeto puede meterse entero, a mitad, o no
meterse; cada nodo tendra tres hijos. Luego el drbol es un arbol ternario de nivel n.
Los objetos se ordenardn como en el ejercicio anterior, y los nodos hijos se generaran
en el orden 1, 0.5, 0, pues parece mas prometedor meter un objeto en la mochila que
no meterlo.

El array solucién serd, por tanto, un array con n indices con valores 1, 0.5 o 0;
indicando s[i] = j que del objeto i se mete la porcién j en la mochila.

La estrategia de ramificacién serd LC-FIFQ, pero teniendo en cuenta que queremos
maximizar el beneficio, por lo que la lista de nodos vivos se mantiene ordenada de
mayor a menor beneficio estimado, y a igualdad de beneficio se toma el nodo que
primero se generd, ya que se generan antes los nodos de los objetos més prometedores
e introduciendo de mayor a menor cantidad de objeto.

La Cota Inferior de un nodo se calculard sumando al beneficio obtenido hasta ese
nivel (27 p[i] % s[i]) el resultado de aplicar el avance rapido del ejercicio anterior al
problema con capacidad de la mochila la que queda sin ocupar (M — Y74 p[i] x s[i])
y con los objetos del nivel + 1 hasta el n.
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La Cota Superior se obtiene sumando al beneficio obtenido hasta ese nivel el re-
sultado de resolver por avance répido el problema no 0/1 con capacidad la que queda
por completar y los objetos del nivel + 1 hasta el n. Si los beneficios y pesos son
niimeros enteros podemos tomar para la cota superior el nimero entero o fraccién de
dos anterior al valor que obtengamos.

El beneficio estimado puede ser la media de las dos cotas o cualquiera de ellas,
pero tomaremos la Cota Inferior porque se ha obtenido resolviendo por avance rapido
el mismo problema que queremos resolver ahora por Branch and Bound.

Para realizar la poda se usard una variable B donde se almacenard el maximo de las
cotas inferiores de los nodos generados. Como a partir de cada nodo hay solucién, pues
al menos tenemos la que se obtiene resolviendo por el avance rapido del ejercicio tres
a partir de ese nodo, la poda se puede hacer desde el principio cuando C'S(nodo) < B.
No se hace cuando C'S(nodo) < B si el B no corresponde a un nodo terminal, pues
esto podria hacer que un nodo se podara a si mismo, como se verd en el ejemplo.

Indicaremos cémo se realiza la ejecucién con el ejemplo considerando que los obje-
tos estan ordenados de mayor a menor %: b=(3,4,6,5), p=(1,2,3,3). En una tabla
mostramos el orden en que se generan los nodos, la solucién parcial (con valores -1
para indicar que no se ha tomado decisién), la Cota Inferior (que se usa también como
estimacién del beneficio), la Cota Superior, el valor de la variable usada para podar, el
estado de la lista de nodos vivos, y algunas anotaciones para indicar si se poda, si la
configuracién no cumple las restricciones, ...
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Nodo s ClI|CS|B|LNV
1 |-1,-1,-1,-1] 13 | 14513 1
2 | 1,-1,-1,—1 | 13 145 13| 2
3 10.5,-1,-1,-1| 14 | 14 |[14] 3,2
4 0,-1,-1,-1 13 |14 3,2 poda
5 05,1,-1,-1 | 14 | 14 [14]| 5,2
6 |0.5,0.5,—-1,-1 13.5|14| 5,2 poda
7 0.5,0,-1,-1 125 14| 5,2 poda
8 | 05,1,1,—1 | 14 | 14 |[14] 8,2
9 0.5,1,0.5,—1 13.5|14| 8,2 poda
10 0.5,1,0,-1 10514 8,2 poda
11 0.5,1,1,1 14| 2 no caben
12 0.5,1,1,0.5 14 | 14 |14 2 solucion
13 0.5,1,1,0 11.5|11.5|14| 2 |nomejora
14 1,1,-1,-1 13 [145]14| 14
15 | 1,05,-1,-1 4 |14 14 poda
16 1,0,-1,-1 4 |14 14 poda
17 1,1,1,-1 | 13 [145]|14] 17
18 | 1,1,05,—1 14 [14] 17 poda
19 1,1,0,—1 12 (14| 17 poda
20 L,1,1,1 14 no caben
21 1,1,1,0.5 14 no caben
22 1,1,1,0 13 |13 |14 N0 MeJjora

Problema 7.19 Considerarmos el problema (visto en los problemas de avance rédpido)
de dada una tabla de niimeros obtener la sucesidén de numeros de suma maxima de entre
las sucesiones formadas entrando por una casilla de la primera fila y pasando de esta
casilla a otra de la siguiente fila adyacente a ella en vertical o diagonal, hasta llegar a
la dltima fila. Se pide:

a) Indicar cémo se puede resolver por Backtracking sin utilizar funcién criterio salvo
para indicar que se ha llegado al ultimo nivel del drbol. Utilizar un esquema no recursivo
de los vistos en clase y programar las diferentes funciones. Indicar cdmo se representan
las soluciones, cdmo es el drbol de soluciones y cudl es la condicién de fin. Calcular el
numero de nodos que se recorrerian con la tabla ejemplo.

b) Programar una funcién criterio més elaborada que la del apartado a). Explicar el
funcionamiento del programa con la tabla ejemplo, contar el nimero de nodos que se
recorren y compararlo con los calculados en el apartado a).

¢) Indicar cémo se podria resolver el problema por Branch and Bound y cémo se puede
utilizar el método de avance rapido en este esquema. Habrd que indicar el criterio de
recorrido del arbol de soluciones, cdmo se calculan las cotas y la estimacion del beneficio
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en cada nodo y cudl es el criterio de poda. Explicar el funcionamiento del algoritmo
con la tabla ejemplo, contar el niimero de nodos que se recorren y compararlo con los
calculados en los apartados a) y b).

Solucidn:

a) Tenemos un problema de optimizacién, por lo que el esquema sera:

s + 0 /*Array donde se almacena la solucién parcial*/

valor = 0 /*Variable donde se guarda la suma actual*/

SOA + 0 /*Array donde se almacena la solucién 6ptima actual*/

VOA =0 /*Variable donde se guarda la suma éptima actual*/

nivel =1

generar(s,nivel)

repeat

if solucion(s,nivel)
if valor < VOA
SOA + s
VOA = valor
endif
endif
if criterio(s,nivel)
nivel + +
generar(s,nivel)
else
while nivel # 0 and not mashermanos(s,nivel)
retroceder(s,nivel)
endwhile
if nivel # 0
generar(s,nivel)
endif
endif

until nivel =0

Al ser un problema de optimizacién la condicién de fin es que se recorra todo
el drbol y se regrese al nodo raiz (nivel = 0), y se lleva una solucién éptima actual
(SOA) y un valor 6ptimo actual (VOA) que se actualizan cuando se encuentra un nodo
solucién que mejora la solucién ptima actual.

El 4rbol tendra en el nivel 0 el nodo raiz, y ademds tendra tantos niveles como
niimero de filas, pues en el nivel 7 se decide qué columna tomar de la fila ;. Dado
que de la primera fila se pueden elegir todas las columnas, en el primer nivel habrd m
nodos. Como de cada nodo que representa una columna no extrema se puede acceder
a 3 columnas en la fila siguiente, y de cada columna extrema a 2 columnas en la fila
siguiente, cada nodo en los niveles del 1 al n — 1 tendra 2 o 3 hijos.

Como nos dicen que la funcién criterio debe comprobar sélo que no se ha llegado
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al 1ltimo nivel, seré:
criterio(s,nivel):
return nivel #n
La funcién generar es la que nos recorre el arbol, teniendo éste la forma que hemos
explicado:
generar(s,nivel):
if nivel =1 /*Primera fila*/
if s[1] =0 /*Primer hijo*/
s[l]=1
valor = valor +t[1,1] /*t es la tabla*/
else /*Pasa de un nodo a su hermano*/
valor = valor — t[1, s[1]]
s[1]++
valor = valor + 11, s[1]]
endif
else
if s[nivel] = 0 /*Primer hijo*/
if s[nivel — 1] = 1 */Primera columna*/
s[nivel] = s[nivel — 1]

else
s[nivel] = s[nivel — 1] — 1

endif

valor = valor + t[nivel, sinivel]]
else

valor = valor — tnivel, s[nivel]]

s[nivel] + +

valor = valor + t[nivel, s[nivel]]
endif

endif

Los nodos solucién son los terminales:
solucion(s,nivel):
return nivel =n
El nimero de hermanos depende de si estamos en la primera fila y si estamos en
una de las columnas extremas:
mashermanos(s,nivel):
if nivel =1 /*Primera fila*/
return s[1] #m
else
if s[nivel — 1) =m
return s[nivel] # m
else



248 CAPITULO 7. BRANCH AND BOUND

return s[nivel] # s[nivel — 1] + 1
endif

endif
Antes de retroceder de nivel hay que dejar s y valor a sus valores anteriores:
retroceder(s,nivel):

valor = valor — t[nivel, s[nivel]|

s[navel] =0

nivel — —

Podemos llamar e(%) y ¢(¢) al nimero de nodos que representan columnas extremas
y no extremas, respectivamente, en el nivel i. Se tiene ademds que e(i+1) = e(4) +c(4),
y ¢(i +1) = e(i) 4+ 2¢(i). Teniendo esto en cuenta contamos el nimero de nodos por
nivel.

En el nivel 0 tenemos sélo el nodo raiz.

En el nivel 1 tenemos 4 nodos, 2 extremos y 2 no extremos (e(1)=2, ¢(1) = 2).

En el nivel 2 tenemos e(2) =4 y ¢(2) = 6, con lo que el nimero de nodos es 10.

En el nivel 3 e(3) = 10 y ¢(3) = 16, y el ntimero de nodos es 26.

Y en el nivel 4 e(4) = 26 y ¢(4) = 42, con lo que el nimero de nodos es 68.

Asi, el nimero total de nodos en el ejemplo es de 109. Este nimero se puede

obtener también representando el drbol o representdndolo hasta el nivel tres y contando
los nodos del ultimo nivel. Ademés sélo habria que representar la mitad del drbol pues
es simétrico.
b) Se pueden obtener los valores mdximos de cada fila y con estos valores almacenar,
en un array mazasumar, los valores maximos que se pueden sumar a partir de la fila
donde estemos. En el ejemplo serfa mazasumar = (21,14,11, 3). En la funcién criterio,
ademds de comprobar que no es un nodo terminal, se comprobara si sumandole al valor
que llevamos lo mdximo que se puede sumar a partir de esa fila se puede mejorar la
solucién éptima actual:

criterio(s,nivel):

return nivel # n and valor + mazasumar(nivel] > VOA

Para explicar el funcionamiento con el programa ejemplo y contar el nimero de

nodos utilizamos una grafica:
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En el interior de cada nodo aparece un nimero que representa el orden en que se
recorren. En cada arista un nimero representa la columna a que corresponde. Al lado
de cada nodo no terminal aparecen dos niimeros, el menor es el valor del nodo y el
mayor el maximo que se puede obtener sumando a ese valor mazasumarnivel. Al lado
de cada nodo terminal aparece su valor, y cuando se actualiza la solucién éptima actual
se indica que ese valor se asigna a la variable VOA. El nodo con el que se optiene la
solucién 6ptima es el 19, pues en €l se actualiza por tltima vez VOA. El nimero de
nodos es 27, con lo que la reduccién conseguida respecto al backtracking primitivo es
de un 75 por ciento.

¢) En cada nodo la cota inferior podria ser el valor asociado al nodo, pero como nos
preguntan cémo se puede aplicar el avance rapido a este caso, podemos tomar como
cota inferior el valor mas el resultado de aplicar avance rapido a partir de la posicién
en la que estamos. Este valor nos puede servir también como estimacion del beneficio,
ya que por medio del avance rapido intentamos aproximarnos a una solucién éptima.
La cota superior puede ser valor + mazasumar([nivel).

El recorrido puede ser un LC-fifo, siendo en este caso un mdximo beneficio en
vez de un minimo costo. Un nodo se podard cuando su cota superior sea menor que
la maxima cota inferior de los nodos generados, y cuando ese valor provenga de una
solucidn se puede podar aunque sean iguales, pues en este caso lo maximo que se puede
hacer a partir del nodo es igualar una solucién que ya tenemos.

Mostramos el funcionamiento con la tabla ejemplo por medio de una gréfica:
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Junto a cada nodo se muestran la cota inferior, que es también la estimacion del
beneficio, y la cota superior. El nimero de nodos recorridos es 16, lo que representa
una reduccién de un 40 por ciento respecto a la segunda versién del backtracking.

Problema 7.20 Se tiene una tabla cuadrada de numeros enteros positivos, donde la
entrada 7, j indica la preferencia de un trabajador : por realizar un trabajo j. Se trata
de hacer una asignacién de los trabajos a los trabajadores (un unico trabajo a cada
trabajador) lo més igualitaria posible, para lo que se pretende minimizar la desviacién
de la asignacion de los trabajos:

\li (media — t[t, s[1]])?

=1

donde s[i] representa el trabajo asignado al trabajador 4, ¢ es la tabla con las prefer-
encias, y media es la media de las preferencias de las asignaciones hechas (media =
S tlisslil] ).

a) Rgsolver el problema por avance rapido. Se intenta minimizar la desviacién, por lo
que no sera vélida una solucién que no tenga esto en cuenta.

b) Indicar cémo se puede utilizar el método de avance répido anterior para resolver
el problema por Branch and Bound. Indicar cémo se calcularian las cotas inferior y
superior y la estimacion del beneficio en cada nodo, y cémo se haria la poda.
Solucion:
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a) La solucién se almacenard en un array s:array[l,...n| of 1,...,7n; donde s[i] =
Jj significa que al trabajador ¢ se le asigna el trabajo j. Como se debe asignar un
tinico trabajo a cada trabajador serd s[i] # s[j] si i # j, y para asegurar esto se
llevard un array asignado:array[l,...,n| of boolean donde true indica que el trabajo
correspondiente se ha asignado, por lo que estard inicializado a false.

Un método de avance rapido consiste en una serie de pasos, en este caso en cada,
paso se decide qué trabajo asignar a un trabajador, por lo que habrd n pasos que se
dardn en un for. El trabajo que se asigne debe ser de los no asignados todavia (con-
sultando asignado), y dentro de estos el que parezca que nos va a dar una asignacién
mas equilibrada. Una posibilidad es hacer un preprocesamiento consistente en calcular
la media de todas las preferencias y en cada paso asignar el trabajo no asignado que
nos dé la preferencia mds cercana a la media:

m =10

fortr=1ton

forj=1ton
m=m+ i, j]
endfor

endfor

m=1

fori=1ton

min = 0o
forj=1ton
if not asignadolj] and |m — t[¢, j]| < min
k=3
min = |m - 17, ]
endif
endfor
asignado[k] = true
s[i] =k

endif

De esta manera se trata de obtener una asignacién equilibrada, pero la desviacién que
se esta intentando minimizar es con respecto a la media de todos los valores de la tabla.
Para intentar minimizar con respecto a la media de los valores asignados se podria ir
calculando las medias parciales y las desviaciones de los valores asignados respecto a
esas medias parciales.
b) Ya que la media que hemos calculado en €l preprocesamiento no es la media de las
preferencias de la asignacion final no podemos asegurar que el valor de la desviacién
que llevamos hasta un cierto nodo sea una cota inferior, por lo que no tenemos cota
inferior y tomaremos 0.

El valor que encontramos a partir de un nodo por avance rapido no sirve como cota,
superior, pues no corresponde al valor de una solucién a partir del nodo, pero puede
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servir como estimacién del coste en ese nodo.

Para la cota superior se puede calcular la desviacién de la solucién encontrada
por avance rapido (con respecto a la media de las asignaciones realizadas: media =
WLM) Como estamos minimizando una solucién 6ptima a partir de un nodo
debe tener desviacién menor o igual que la de la solucién encontrada con avance rapido.

Como las cotas superiores que encontramos son valores de soluciones se puede
asegurar que a partir de un nodo hay solucién y se podria podar desde el principio, pero
al ser las cotas inferiores 0 no habrd ninguna manera de podar, salvo que encontraramos
una solucidn cuya desviacion fuera cero, en cuyo caso no hace falta seguir recorriendo
el drbol.
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