Algoritmos y Estructuras de Datos 1I, Grado Ingenieria
Informatica
Examen 10 de septiembre de 2011

(OJO, se cuentan las soluciones con todo detalle para que se entienda bien,
pero en el examen no hace falta que os extenddis tanto en las explicaciones,
ni que deis absolutamente todos los pasos en los calculos, ni explicar con
tanto detalle las implementaciones)

Problema 1:
SOLUCION al ejercicio 1:

Problema 2:
SOLUCION al ejercicio 2:

Parte comun de los problemas 3 al 6:

Problema del grafo multietapa escalonado.

Consideramos un “grafo multietapa escalonado con pesos”, G = (V, A),
donde los vértices estan agrupados en etapas disjuntas V' = {Vj,V5,...V}}
y s6lo hay aristas de nodos en un nivel a niveles posteriores (de V; a V4,
con k = 1,2,...,1 —i). Cada arista tiene un peso positivo. Consideramos
que la primera y ultima etapa tienen cada una un unico nodo. Se trata de
encontrar el camino de longitud minima desde el nodo de la primera etapa
al de la tdltima etapa.

Problema 3:

Disenar un algoritmo voraz que encuentre una buena forma de resolver el
problema. Hay que indicar la heuristica que se utiliza para intentar acercarse
a la solucién éptima. ;Garantiza ese algoritmo la solucién éptima?

SOLUCION al ejercicio 3:

Consideramos un esquema basico de avance rapido:

voraz(C': conjunto_candidatos; var S: conjunto_solucion)

S=10
MIENTRAS C # 0 Y NO solucion(S)
r=seleccionar(C')
C=C—{z}
SI factible(S U {z})
insertar(S,x)
FINSI



FINMIENTRAS
SI solucion(S)
solucién S, con valor objetivo(sS)
EN OTRO CASO
“No se puede encontrar una solucion”
FINSI
Tenemos que definir cada una de las funciones basicas y de los conjuntos
que se utilizan:

= En cada paso, el conjunto C' de posibles candidatos varia, y esta for-
mado por todos los movimientos que se pueden realizar desde el nodo
donde nos encontramos. Por ejemplo, si consideramos un grafo con 7 no-
dos agrupados en cuatro niveles: Ny = {1}, Ny = {2,3}, N3 = {4,5,6}
y Ny = {7}, y con pesos los de la matriz de adyacencia

1]2]3|4]5|6]7
1[0][7[3][6]—|—]09
2 =10 —=1-13
3 =[=[0[=[6]412
A=1=1=To[=]=12
Bl——[—|—=]0]—] -
6—|—|—|—|—]0][3
=== ]=[=[=]0

donde un - representa que no hay arista entre los nodos origen (en la
fila) al destino (en la columna), desde cada nodo se puede ir a los nodos
destino para los que el valor en la matriz sea distinto de 0 y de -. Para
recorrer estos valores, para el nodo 7 solo es necesario recorrer la fila ¢
de la matriz desde la columna 7 + 1 en adelante.

» El conjunto S puede implementarse con wun array solucion
sol:array[l..mazxpasos] de 1...N, con N = |V|, donde mazxpasos es
el maximo nimero de pasos, que se puede establecer al nimero de
niveles, y sol[i| = j indica que en el paso ¢ se llega al nodo j.

= La funcién de inicializacion del conjunto solucién puede consistir en
hacer sol[l] = 1 (ya que siempre se parte del nodo 1) y el resto de
posiciones de sol a cero.



» La funcién C # () consistird en comprobar que hay nodos a los que se
puede ir desde el que nos encontramos: si estamos en el nodo 7 ver si
para algin j es m[i, j] distinto de cero y de -.

» solucion(.S) devuelve si ya hemos encontrado la solucién. En este caso
se ha encontrado cuando llegamos al nodo N.

= En la funcion de seleccion podemos decidir tomar la arista mas corta a
partir del nodo donde nos encontramos. En el ejemplo, desde el nodo
1 irfamos al 3, con arista (1,3) de peso 3. Esta decisiéon hace que no
obtengamos la solucién éptima (por ejemplo si vamos de 1 a 7 el camino
tiene peso 9, y si tomamos la arista (1,4) el camino final tiene peso
8). Asi, la estrategia de seleccién no nos asegura que lleguemos a una
solucion optima, ni siquiera que lleguemos a solucién, lo que pasaria,
por ejemplo, si del nodo 3 no saliera ninguna arista.

Se puede intentar mejorar la heuristica de seleccién sumando al peso de
cada arista la media de los pesos de todas las aristas del grafo multipli-
cada por el niimero minimo de pasos a dar desde ese nodo, lo que es la
diferencia entre el 1iltimo nivel del grafo y el nivel donde se encuentra
el nodo. En el ejemplo, como tenemos 10 aristas con peso total 55 la
media es 5.5, y para decidir el nodo al que ir desde 1, consideramos
valores: para el nodo 2 el valor 74+11 (pues quedan dos niveles para
llegar al nivel 4), para el 3 el 3+11, para el 4 el valor 6+5.5 (queda
un nivel), y para el 7 el valor 9 (no queda ningin nivel). La decisién
serfa ir directamente al nodo 7. Esta heuristica, aunque es mejor que
la anterior al considerar méas informacion, tampoco nos da la soluciéon
optima.

Se puede mejorar si desde cada nivel se hace la media de las aristas a
partir de ese nivel. Por ejemplo, una vez que llegamos al nivel 2 (nodos
2 y 3), hay 6 aristas, con un peso total 25, y con peso medio 4.16. A
partir del nivel 3 hay 2 aristas, con peso medio 2.5. Para decidir donde
ir desde el nodo 1 consideramos los valores de los posibles destinos:
7+8.32 para el nodo 2, 34+-8.32 para el 3, 6+2.5 parael 4,y 9 parael 7.
La decisién seria ir al nodo 4, que en este caso nos lleva a la solucién
Optima: 1-4-7, pero que no nos la garantiza en general. Por ejemplo,
si tuvieramos las aristas (3,5) y (5,7), cada una con peso 1, el camino
1-3-5-7 tiene peso 5, mientras que en el primer paso descartariamos ir
al nodo 3.



» La operacién C' = C' — {z} no se programara explicitamente, ya que
una vez que hemos decidido ir al nodo j desde el nodo ¢ pasamos a
analizar los valores en la fila j.

= No utilizamos funcion factible, pues solo seleccionamos movimientos
que nos llevan a nodos a los que podemos ir. La funcién de seleccién
devolvera un valor especial cuando desde un nodo no se puede seguir
avanzando.

» La inclusién en el conjunto solucién (S U {z}) serd almacenar el nodo
seleccionado.

= La funcién que devuelve el valor objetivo simplemente devuelve el
numero de nodos almacenados en sol menos 1.

Un esquema de avance rapido para este problema puede ser:
grafo-voraz(sol: array|[l..niveles| de 0...N)
sol < 0
sol[l] =1
paso =1
factible=VERDADERO
// cuando factible sea falso es porque no se ha podido
// ir a ningtin nodo
MIENTRAS factible Y pos[paso] # N
seleccionar nodo destino el de minimo valor desde sol[paso]
si desde sol[paso] no se llega a ningin nodo factible=FALSO
SI factible=VERDADERO
paso + +
sol[paso] = destino
FINSI
FINMIENTRAS
SI factible=VERDADERO
solucién sol con paso pasos
EN OTRO CASO
“No se puede encontrar una solucién’

FINSI
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Problema 4:



Resolver el problema mediante programacién dinamica. Describir en de-
talle la funcién de recurrencia, los casos base, las tablas, la forma de relle-
narlas y la forma de reconstruir la solucién.

SOLUCION al ejercicio 4:

Queremos llegar al nodo N en un niimero de pasos que como mucho sera el
de niveles del grafo menos 1. Habra que obtener el camino minimo en funcion
de soluciones 6ptima de subproblemas: soluciones llegando a otros nodos en
un numero menor de pasos. La recurrencia puede ser:

C(p,d) = min,— n{C(p—1,i) + D(i,d)}

donde se obtiene que el camino 6ptimo para llegar al nodo d en un méaximo
de p pasos es el minimo de la soluciéon éptima de llegar a otro nodo ¢ en un
méximo de p— 1 pasos e ir directamente (D(7, d) es el peso de la arista (i, d))
de 7 a d.

Usaremos una tabla C' con un ntimero de filas igual al nimero de niveles
(la primera fila correspondera a p = 0 y contendrd casos base) y una columna
por cada nodo del grafo (/N columnas).

Los casos base son: C'(0,1) = 0 (el coste de llegar al nodo 1 sin ningin
paso es 0) y C'(0,7) = oo si ¢ # 1 (no se puede llegar del nodo 1 a otro nodo
sin dar ningin paso).

La tabla para el ejemplo dado, quedaria:

11234567
0]0|oco|o0| 00 |00]| 00|00
1107136 ||| 9
201713161979
31071316978

La solucién éptima la tenemos en C(3,7) = 8. Vemos que no es necesario
almacenar los datos en un array bidimensional, ni recalcular las entradas de
todos los nodos para todos los pasos: en cada paso se han encontrado los
caminos minimos de los nodos que se encuentran en ese nivel, por lo que
para ellos no es necesario calcular C. Asi, la tabla se reduce a un vector que
en el paso p contiene los valores de la fila p de la tabla.

Falta determinar cual es el camino de longitud minima, para eso, por cada
calculo del minimo de C' con la ecuaciéon de recurrencia se guarda el valor
con el que se obtiene el minimo. Si usamos una tabla auxiliar de las mismas
dimensiones que C' los valores son:



1121314|5]6|7
Oj1(1j1j11|1]1
1/1)1j1|1{1]1]1
211717111331
311117111334

Igual que con C| es suficiente almacenar un array donde se van actuali-
zando los valores para los nodos de los sucesivos niveles. Para recomponer
la solucién se accede a la dltima posicién de esta tabla auxiliar (la 7 en el
ejemplo), el valor en esa posicién nos dice desde que nodo se llega, se toma
esta posiciéon como nuevo nodo destino y se busca en la tabla desde donde se
llega a él, y asi hasta llegar al nodo 1. En el ejemplo el camino (obtenido en
orden inverso en que se recorre) es 7-4-1.

Problema 5:

Resolver el problema de forma éptima por backtracking. Se deberan uti-
lizar los esquemas vistos en clase. Definir la forma de representar la solucion,
el tipo de arbol usado, el esquema y programar las funciones genéricas del
esquema. Hay que justificar el criterio que se utiliza para intentar eliminar
nodos.

SOLUCION al ejercicio 5:

Es un problema de optimizaciéon minimizando, y utilizaremos el esquema
de backtracking no recursivo para este tipo de problemas. Utilizaremos un
array sol:array[0..niveles| de 0...N, donde la posicién 0 se inicializa a 1,
que es el nodo del que se sale, y sol[p] = j indica que en el paso p se llega al
nodo j. La longitud del camino por el que vamos se almacena en long, que
se utilizara para eliminar nodos cuando la longitud sea mayor que la de la
mejor solucion encontrada hasta ese momento.

El nimero de niveles del arbol coincide con el del grafo, pero no todos los
nodos terminarles estan al mismo nivel. Un nodo en el arbol que corresponda
a un nodo en el nivel ¢ del grafo tendra hijos correspondientes a los nodos
en los niveles del grafo del i 4+ 1 en adelante. Son nodos terminales los que
corresponden al nodo destino (el N) del grafo.

El esquema sera:

nivel =1

VOA = max

// max es un valor maximo que puede ser por ejemplo



// la suma de todos los pesos de las aristas
SOA <+ 0 // inicialmente no tenemos solucién
sol <~ {1,0...} // se parte del nodo 1
long =0
REPETIR
generar(nivel,sol,long)
SI solucion(nivel,sol) Y long < VOA
VOA = long
SOA + sol
FINSI
ST criterio(nivel,sol,long)
nivel + +
EN OTRO CASO
MIENTRAS nivel # 0'Y NO mashermanos(nivel,sol)
retroceder(nivel,sol,long)
FINMIENTRAS
FINSI
HASTA nivel =0
Si es el primer descendiente se genera el primer nodo del nivel siguiente
en el grafo, y si no se pasa al siguiente nodo:
generar(nivel,sol,long):
SI sol[nivel] ==
solnivel] = primer nodo en siguiente nivel
EN OTRO CASO SI
// se quita la longitud de la arista que teniamos

long— = D]sol[nivel — 1], sol[nivel]]
sol[nivel] + +
FINSI

// sumamos la longitud de la arista que hemos incluido
long+ = D[sol[nivel — 1], sol[nivel]]
Tenemos una solucién cuando hemos llegado a N con un camino factible:
solucion(nivel,sol):
DEVOLVER sol[nivel] == N Y long < max
Se cumple el criterio (se sigue hacia abajo en el drbol) cuando: no estamos
en un nodo terminal, el camino es factible, y la longitud del camino no excede
la de la mejor solucién encontrada:
criterio(nivel,sol):
DEVOLVER sol[nivel] # N'Y long < VOA
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Hay més hermanos si no hemos probado hasta el nodo N:
mashermanos(nivel,sol):
DEVOLVER sol[nivel] # N
Antes de retroceder se actualiza long quitando el peso de la arista que se
elimina y se deja la solucion a su estado inicial:
retroceder(nivel,sol,mov,recorridos):

long— = D]sol[nivel — 1], sol[nivel]]
sol[nivel] = 0
nivel — —

Problema 6:

Resolver el problema de forma 6ptima por ramificacion y poda. Se de-
beran utilizar los esquemas vistos en clase. Definir la forma de representar
la solucién, la forma de calcular las cotas y la estimacién de beneficio (y
justificar por qué se consideran que esas cotas y estimacion pueden ser satis-
factorias), asi como las estrategias de ramificacién y poda.

SOLUCION al ejercicio 6:

Se utiliza el mismo tipo de arbol que en el problema anterior, por lo que ca-
da nodo estara representado por los valores de nivel, sol y long. Ademés, para
almacenar la informaciéon del nodo en la lista de nodos vivos hay que almace-
nar también las cotas (CI y CS) y la estimacién del coste (EC). Hablamos de
coste en vez de beneficio porque estamos en un problema de minimizacion.

La CI se puede calcular como la longitud del camino que llevamos gene-
rado (variable long), que es lo que se usa en el backtracking para podar si
long > VOA. Se podria tomar un valor mayor sumando a long la longitud
minima de las aristas del grafo, o de las aristas que salen a partir del nivel
del grafo en el que estamos.

La CS se puede obtener haciendo un avance rapido (ejercicio 3) a partir
del nodo del grafo en que estamos y sumando el valor a la longitud long. En
este problema puede que el avance rapido no encuentre soluciéon aunque la
haya. En caso de no encontrar soluciéon el avance rapido nos devolveria un
valor especial muy alto (el valor mazx).

Dado que el avance rapido suponemos que nos da una soluciéon cercana
a la optima, podemos tomar EC = CS. Pero en este problema el avance
rapido puede que no encuentre soluciéon aunque la haya, por lo que puede
ser mejor tomar la estimaciéon como media de las dos cotas. Cudl es la mejor
decisién en cuanto a la estimacion depende de la entrada particular, y no
podemos decirlo a priori. Lo tinico que podemos hacer es tomar decisiones
que parezcan razonables (heuristicas). Ademds, como a partir de un nodo no
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sabemos si hay solucién, el criterio de poda serd C'I(nodo) > C| y la variable
C' se actualizara solo con valores de nodos solucién (no con los valores de
las cotas superiores de los nodos recorridos, pues las cotas superiores son de
“posibles”soluciones). Cuando la CS corresponda a un valor obtenido por
avance rapido si hemos encontrado solucién, por lo que en este caso se puede
actualizar el valor de C' sin estar ya en un nodo solucion.

La estrategia de ramificacién sera la LC, pues conviene analizar primero
los nodos de menor coste estimado. A igualdad de EC podemos usar una
estrategia FIFO o LIFO, que no podemos determinar cual es mejor. Si usa-
mos una LC-FIFO habra que insertar los nodos en la lista de nodos vivos
ordenados de menor a mayor EC, y a igualdad de valor un nuevo nodo se
incluird a continuacién de los demés nodos que tienen su misma EC.

El esquema de ramificaciéon y poda quedaria:

LNV = {NodoRaiz}

C = max

SOA <+ 0 // inicialmente no tenemos solucién

MIENTRAS LNV # ()

x=extraer(LNV)
SICI(x) <C
PARA cada nodo del grafo en nivel posterior al del nodo de x
generar ¥, hijo de x correspondiente a ese nodo
SI factible(y)
SI solucion(y) Y valor(y)< C)
C =valor(y)
SOA =solucion(y)
EN OTRO CASO SI C'S obtenida con avance rapido
C = CS(y)
FINSI
FINSI
FINPARA
FINSI
FINMIENTRAS



