
ALGORITMOS Y ESTRUCTURAS DE DATOS

PRIMER PARCIAL. 2-DICIEMBRE-2004. 2º I.T.I. GESTIÓN

1. Construir una especificación formal algebraica para el TAD genérico Cola[T] de las colas FIFO de elementos de tipo T. La especificación debe incluir las siguientes operaciones: vacía (devuelve una cola vacía), meter (mete un elemento en la cola), meterVarios (dado un elemento, un natural n y una cola, mete el elemento n veces en la cola), cabeza (devuelve el primer elemento en orden FIFO), sacar (saca un elemento de la cola), sacarVarios (dado un natural n y una cola, saca los n primeros elementos, como antes en orden FIFO). Escribir la sintaxis y la semántica de las operaciones. Se supondrá que disponemos del TAD Natural con las operaciones cero y sucesor. (2,5 puntos)
Solución:

NOMBRE

Cola (elementos de tipo T)

CONJUNTOS

C: conjunto de colas

T: conjunto de elementos

N: conjunto de naturales

M: conjunto de mensajes

SINTAXIS

vacía: ( C

meter: T x C ( C

meterVarios: T x N x C ( C

cabeza: C ( T U M

sacar: C ( C

sacarVarios: N x C ( C

SEMÁNTICA
( t ( T; ( c ( C; ( n ( N
meterVarios (t, cero, c) = c

meterVarios (t, sucesor (n), c) = meterVarios (t, n, meter (t, c))

cabeza (vacia) = “la cola está vacía”

cabeza (meter (t, vacía)) = t

cabeza (meter (t, c)) = cabeza (c)

sacar (vacía) = vacía

sacar (meter (t, vacía)) = vacía

sacar (meter (t, c)) = meter (t, sacar (c))

sacarVarios (cero, c) = c

sacarVarios (n, vacía) = vacía

sacarVarios (sucesor (cero), c) = sacar (c)

sacarVarios (sucesor (n), c) = sacarVarios (n, sacar (c))

ASERTO INVARIANTE

Cuando a la entrada de una operación aparezca un mensaje, la operación devolverá el mismo mensaje.

2. En un árbol AVL inicialmente vacío queremos insertar los siete siguientes elementos: 25, 10, 5, 20, 35, 15, 30. Encontrar un orden de inserción de los elementos que requiera el máximo número de operaciones de rotación. Encontrar también un orden que necesite el mínimo posible de rotaciones. En ambos casos, mostrar la evolución de los árboles e indicar de qué tipo es cada rotación que vaya aplicando. En general, en un AVL con n nodos, la diferencia entre el caso mejor y peor, ¿tiene influencia en el orden de complejidad de las operaciones sobre el árbol? Justificarlo brevemente. (2,5 puntos)
Solución:

Es fácil comprobar que la inserción en orden creciente (o decreciente) de clave será la que provoque un mayor número de desequilibrios, ya que al insertar siempre en la rama más a la derecha (o más a la izquierda) siempre se tenderá al mayor desequilibrio del árbol. Por ejemplo, el orden: 35, 30, 25, 20, 15, 10, 5, producirá las siguientes 4 rotaciones:

Por otro lado, partiendo del anterior resultado, se pueden evitar las rotaciones si se insertan los nodos por niveles: primero la raíz, luego los hijos, los nietos, etc. De esta manera, cada nodo es insertado en la misma posición que tendrá finalmente. Por lo tanto, el orden de inserción: 20, 10, 30, 5, 15, 25, 35, requiere cero rotaciones.

En general, teniendo en cuenta que la altura del AVL es siempre un O(log n), siendo n el número de nodos, y que las rotaciones se aplican en un tiempo constante, las operaciones de inserción y búsqueda sobre cualquier AVL son siempre O(log n). En conclusión, aunque se puedan requerir más o menos rotaciones, el orden de inserción de las claves no influye en el orden de complejidad.

3. En una universidad tenemos Alumnos, Profesores y Asignaturas. Cada alumno está matriculado en una serie de asignaturas y cada profesor está asignado a una serie de asignaturas. Las operaciones más usuales son: obtener los alumnos en una asignatura, obtener los profesores de una asignatura, obtener las asignaturas en que está matriculado un alumno, obtener las asignaturas que imparte un profesor... Para almacenar la información se decide representar cada uno de los conjuntos Alumnos, Profesores y Asignaturas por medio de listas, y se utiliza una estructura de listas múltiples para almacenar las relaciones entre alumnos y asignaturas y otra para las relaciones entre profesores y asignaturas. (2,5 puntos)
a) Definir las estructuras de datos usadas en la representación de los conjuntos y de las relaciones, de manera que las operaciones anteriores se puedan implementar eficientemente. Mostrar gráficamente un pequeño ejemplo de las estructuras creadas.

b) Si en la Universidad de Murcia hay 30.000 alumnos, 2.000 profesores y 6.000 asignaturas, con 10 asignaturas por alumno y 3 por profesor, ¿qué cantidad de memoria es necesaria para almacenar y organizar la información?

c) Programar una operación para obtener el número de matrículas de alumnos en las asignaturas de un profesor. Se puede dar por supuesto un tipo de datos Lista, con las operaciones que se consideren convenientes. 

Solución:

a) Se utilizan listas de doble entrada pues nos lo dicen en el enunciado. De esta forma, tendríamos una lista de alumnos y otra de asignaturas, y nodos que representan asociaciones (matrículas) de alumnos en las asignaturas:


Por otro lado, tendríamos una estructura similar para profesores y asociaciones de profesores a asignaturas. 

La lista de asignaturas se puede duplicar o se puede mantener una única lista de asignaturas. Para mantener una única lista de asignaturas habría que incluir en cada nodo de asignaturas un puntero a asociaciones alumno-asignatura y otro a profesor-asignatura, con lo que la estructura de los nodos asignatura sería distinta de la de los nodos alumnos y profesor. En ese caso los punteros de las asociaciones serían en unos casos punteros a asociaciones (o a alumnos o profesores) y en otro punteros a asignaturas. 

Otra posibilidad es incluir las asociaciones profesor-asignatura en la misma estructura  que las alumno-asignatura, pero esto implica más nodos en cada lista de asociaciones a asignaturas, lo que conllevaría mayor tiempo de ejecución en alguna de las operaciones, y que en cada nodo asociación tendríamos que tener un identificador de si el nodo corresponde a una asociación alumno-asignatura o profesor-asignatura.

Por tanto, consideraremos dos estructuras de listas de doble entrada. Las estructuras serán:

Asignaturas: REGISTRO



AsignaturasAlumnos: PUNTERO Nodo



AsignaturasProfesores: PUNTERO Nodo



FINREGISTRO

Alumnos: PUNTERO Nodo

Profesores: PUNTERO Nodo

Nodo: REGISTRO



Identificacion: TipoIdentificacion



Horizontal: PUNTERO Nodo



Vertical: PUNTERO Nodo


FINREGISTRO

Donde el campo Identificacion se usa para identificar el alumno, profesor, asignatura o asociación, dependiendo del tipo de nodo a que corresponda. Los punteros Horizontal y Vertical se utilizan para acceder a las distintas listas, dependiendo del tipo de nodo a que correpondan. Horizontal y Vertical no significan nada, pero los nombramos de esta manera para que nos recuerde la forma en que están en el gráfico. Por ejemplo, en los nodos de la lista de alumnos Vertical puede utilizarse para mantener la lista de alumnos, y Horizontal para la lista de asociaciones alumno-asignatura, mientras que en la lista de asignaturas Horizontal se usa para mantener la lista y Vertical para conectar con las asociaciones. 

b) En cada nodo tendremos 2 punteros y un campo Identificacion. Suponemos que los punteros ocupan a bytes y la identificación b bytes.

Si tenemos alu alumnos, pro profesores, asi asignaturas, asialu asignaturas por alumno y asipro asignaturas por profesor, la ocupación de memoria será:

(alu+2*asi+pro+asialu*alu+asipro*pro)*(2*a+b)

Con los valores que se nos dan tendríamos 350000 nodos, y si los valores de a y b son 2 bytes cada uno, la memoria total es de 2.1 millones de bytes, lo que son unos 2 Mb.

c) Para calcular el número de matrículas en asignaturas asignadas a un profesor se recorre su lista de asignaturas, y por cada asignatura se cuenta el número de alumnos matriculados en ella. En seudocódigo sería:

operacion MatriculasProfesor(Profesor: PUNTERO Nodo): entero
tmp=Profesor->Horizontal


total=0


mientras tmp!=Profesor



asignatura=BuscarAsignatura(tmp)



total+=MatriculasAsignatura(asignatura)



tmp=tmp->Horizontal


finmientras


devolver total

operacion BuscarAsignatura(p: PUNTERO Nodo): PUNTERO Nodo

//Se busca el nodo asignatura correspondiente a esa asociación


mientras p->Identificacion ¡= IdentificacionDeAsignatura



p=p->Vertical


finmientras

//Se busca la asignatura en la lista de asignaturas de alumnos


ident=p->Identificacion


tmp=Asignaturas.AsignaturasAlumnos


mientras tmp->Identificacion ¡= ident



tmp=tmp->Vertical


finmientras


devolver tmp

operacion MatriculasAsignatura(Asignatura: PUNTERO Nodo): entero
tmp=Asignatura->Vertical


total=0


mientras tmp!=Asignatura



total++



tmp=tmp->Vertical


finmientras


devolver total

Con esta implementación, para cada asignatura asociada al profesor hay que buscar el identificador de la asignatura para después buscarla en la listas de asignaturas asociadas a los alumnos. La cantidad de profesores asociados a una asignatura no es grande, con lo que la primera búsqueda no será muy costosa. Se podría incluir en el campo Identificacion de una asociación la identificación del profesor y de la asignatura, con lo que no habría que realizar esa primera búsqueda. La segunda búsqueda (la de la asignatura en la lista de asignaturas de los alumnos) es más costosa pues se hace linealmente en una lista de asignaturas que puede ser grande (en el ejemplo 6000). Esto se podría evitar manteniendo una única lista de asignaturas, tal como comentamos en el apartado a).

4. Escribir un algoritmo que realice una búsqueda primero en profundidad (bpp) en un grafo dirigido acíclico y que indique de qué tipo es cada una de las aristas del grafo (de árbol, de avance, de retroceso o de cruce). ¿En qué variaría el algoritmo si el grafo fuera no dirigido? Escribir también el algoritmo para el caso del grafo no dirigido. (2,5 puntos)
Solución:

En el caso de un grafo dirigido, además del array marca (para marcar los nodos visitados), necesitamos arrays más, que serían ramaActual (que indicaría todos los nodos que pertenecen a la rama en la que está el nodo actual) y padre (para cada nodo visitado por primera vez, guardaría desde qué nodo es visitado). Además, para guardar el tipo de arco necesitaremos otro array, arco(1..a), siendo a el número de aristas del grafo.

Inicialización:

para i=:1 hasta n hacer


marca[i]:=noVisitado


ramaActual[i]:=falso


padre[i]:=0

finpara

para j=1 hasta a hacer

arco[j]:=indefinido

finpara

Lanzamiento:

operación búsqueda


para i=1 hasta n hacer


si marca[i]=noVisitado entonces



bpp(i)



finsi


finpara

Procedimiento principal:

operación bpp (v: Nodo)

      marca[v]:=visitado

      ramaActual[v]:=verdadero

 para cada nodo w adyacente a v hacer

            si marca[w]=noVisitado entonces

                  arco[vw]:=arbol                (* vw = arco de v a w *)

                  padre[w]:=v
                  bpp[w]

            sino

                  si ramaActual[w]:=verdadero entonces

                        arco[vw]:=retroceso

                  sino

                        si antepasado(v,w)=verdadero entonces

                              arco[vw]:=avance

                        sino

                              arco[vw]:=cruce

                        finsi

                  finsi

            finsi

      finpara

      ramaActual[v]:=falso
Procedimiento auxiliar:

operación antepasado(v,w: Nodo)


mientras padre(v) (0 Y padre(v) ( w hacer


v:=padre(v)


finmientras


si padre(v)=w entonces



devuelve(verdadero)


sino



devuelve(falso)


finsi

Si se trata de un grafo no dirigido, el problema se resuelve de una manera mucho más sencilla, puesto que en el recorrido solo habrá que identificar arcos de árbol y de retroceso. Huelgan por lo tanto, todos los arrays adicionales que para el caso de grafos dirigidos hemos necesitado, salvo el array que guarda la información de los arcos. En este caso, cuando un nodo w es visitado por primera vez (desde v), el arco correspondiente (vw) será de árbol, y en el resto de las visitas, los arcos involucrados serán de retroceso.

ALGORITMOS Y ESTRUCTURAS DE DATOS

SEGUNDO PARCIAL. 2-DICIEMBRE-2004. 2º I.T.I. GESTIÓN

1. Considerar el siguiente algoritmo recursivo.

operación Recu (var a: array [1..MAX, 1..MAX] de entero; n: entero)

var tmp: array [1..MAX, 1..MAX] de entero


si n>1 entonces

Recu (tmp, n/2)

finsi

para i:= 1, ..., n hacer
para j:= i+1, ..., n hacer

tmp[i, j]:= a[i, j] * tmp[i, j]



finpara

finpara

si n>1 entonces

Recu (a, n/2)

finsi
a) Estimar el tiempo de ejecución y del orden de complejidad del algoritmo. (1 punto)
b) Calcular la o-pequeña del número de multiplicaciones que se ejecutan. (0,75 puntos)
c) Calcular la memoria que necesita el algoritmo para ejecutarse. Suponer que cada entero ocupa k bytes, y que el paso por variable no necesita reservar memoria. (0,75 puntos)
Solución:

Haciendo el conteo de instrucciones del algoritmo tenemos la siguiente ecuación de recurrencia:


t(n) = ....

Resolviendo la ecuación por el método de la ecuación característica obtenemos:


t(n) = c1 + c2n + c3n log n + c4n2 ( O(n2)

En este caso, la ecuación de recurrencia sería:


f(n) = ....

Que da como resultado:


f(n) = c1n + c2n2 + c3n log2 n

Aplicando las condiciones iniciales f(1)= 0, f(2)= 1, f(4)= 8, tenemos que el número de instrucciones es:


f(n) = n2 – n + (n log2 n)/2 ( o(n2)

La utilización de memoria se puede expresar también como una ecuación de recurrencia, m(n), de la siguiente forma:

m(n) = 

Resolviendo por simple expansión de recurrencias tenemos:


m(n) = log2n·k·(MAX2+1)

2. En una clase de primaria el maestro se da cuenta de que dejando a los alumnos sentarse como quieran, la clase se le “sube a las barbas”. Para evitarlo ha decidido hacer él la asignación de los alumnos a los pupitres. En cada pupitre se pueden sentar dos alumnos como máximo. Hay un total de T pupitres y A alumnos. Con la observación del comportamiento de los alumnos, el profesor ha completado una tabla, C, del efecto que cada alumno produce sobre cada uno de los demás cuando se sientan juntos. El efecto puede ser un número positivo (le ayuda con los ejercicios, no habla con él, ...) o negativo (le mete cizaña, habla con él, le quita la goma, ...). Para algunos alumnos no ha podido comprobar el efecto de que estén sentados juntos. Si no se tiene información acerca de poner juntos a y b, tenemos C[a, b] = 0. 
El objetivo es hacer una asignación de los alumnos a los pupitres (a cada pupitre se asignará cero, uno o dos alumnos) de una manera rápida, intentando maximizar el efecto positivo. Describir, diseñar y escribir un algoritmo basado en la técnica voraz para resolver el problema. El algoritmo diseñado, ¿garantiza la obtención de la asignación óptima? (2,5 puntos)
Solución:

El profesor tendrá una tabla de influencias (que llamaremos Tabla) que será no simétrica, pues las influencias de un alumno sobre otro no tiene porqué ser recíproca (A puede influir sobre B positivamente y B sobre A negativamente). Además, para las influencias que no ha observado puede decidir poner el valor cero, para que no influyan ni positiva ni negativamente. Una tabla podría ser:

	
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	X
	2
	3
	-1
	0

	2
	2
	X
	-1
	2
	3

	3
	2
	-1
	X
	3
	0

	4
	-2
	-1
	-1
	X
	1

	5
	0
	-1
	0
	2
	X


La primera fila y columna indican el número de alumno, y en las influencias de un alumno sobre sí mismo hemos puesto una X, que representa un valor irrelevante pues no se va a utilizar en el algoritmo.

Como al sentar dos alumnos juntos lo que auenta es la influencia de uno sobre el otro y viceversa, se realiza un preprocesamiento consistente en almacenar en cada posición (i,j) la suma de los valores en (i,j) y en (j,i). La tabla quedará:

	
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	X
	4
	5
	-3
	0

	2
	4
	X
	-2
	1
	2

	3
	5
	-2
	X
	2
	0

	4
	-3
	1
	2
	X
	3

	5
	0
	2
	0
	3
	X


Esta tabla sí es simétrica, por lo que sólo habrá que evaluar la parte triangular superior (o la inferior).

Un algoritmo de avance rápido toma decisiones en sucesivos pasos hasta completar todas las decisiones que hay que tomar. En nuestro caso las decisiones pueden ser, para cada pupitre, qué alumnos sentamos en él. El número de pasos coincidirá con el de pupitres, y en cada paso buscamos el par de alumnos a los que todavía no se ha asignado pupitre y que tienen mayor valor en la Tabla. Si el valor es positivo se asignan los dos alumnos a ese pupitre. Si el valor es negativo se preferirá sentar los alumnos sólos en los pupitres, pero puede que no sea posible si quedan más alumnos por sentar que pupitres libres. Aunque el número máximo de pasos coincide con el número de pupitres, cuando se asigne sitio a todos los alumnos se acabará, por lo que el bucle para hacer las asignaciones se hará teniendo en cuenta el número de alumnos asignados, no el de pupitres ocupados. El esquema puede ser:

preprocesamiento  //Formar la Tabla como hemos indicado

sentados<-0
//Array de 1..A donde se almacena el pupitre donde se sentará un alumno

asignados=0
//Número de alumnos asignados

pupitre=1
//Pupitre que se está asignando 

mientras asignados!=A 

(x,y)=seleccionar(sentados,asignados,pupitre)


si y!=0

//Si se han elegido dos alumnos



sentados[x]=pupitre



sentados[y]=pupitre



asignados+=2


en otro caso



sentados[x]=pupitre



asignados++


finsi


pupitre++

finmientras

//En seleccionar consideramos A, T y Tabla globales, y los parámetros del tipo adecuado

operación seleccionar(sentados,asignados,pupitre): (entero,entero)

//Busca el máximo en la Tabla de alumnos no sentados todavía


maximo= menos infinito
//Un valor menor que cualquiera almacenado en Tabla


x=0


y=0


para i=1,2, ..., A



para j=i+1, i+2, …, A



si sentados[i]=0 y sentados[j]=0





si Tabla[i,j]>maximo






maximo=Tabla[i,j]






x=i






y=j





finsi




finsi



finpara


finpara

//Si el beneficio es positivo devuelve la pareja para que se sienten (suponemos que hay sitio //para todos los alumnos)


si maximo>=0



devolver (x,y)


finsi

//Si es negativo pero no hay sitio para poner a los alumnos que quedan sólos también se //devuelve la pareja


si T-pupitre+1<A-asignados



devolver (x,y)


finsi

//Si hemos llegado aquí se pueden sentar los alumnos que quedan sólos en los pupitres, //pero si sólo queda un alumno por sentar no habrá modificado el valor de maximo, con lo //que hay que buscar el alumno por sentar


si A-asignados=1



x=1



mientras sentados[x]!=0




x++



finmientras


finsi


devolver (x,0)

Cuando seleccionar devuelove un único alumno para sentar podemos poner un alumno sin pupitre sin necesidad de volver a calcular el mácimo en Tabla entre alumnos no sentados. Por tanto, el esquema se modificaría para salirnos en ese caso del bucle principal e ir sentando alumnos en los pupitres libres. El esquema quedaría:

preprocesamiento  //Formar la Tabla como hemos indicado

sentados<-0
//Array de 1..A donde se almacena el pupitre donde se sentará un alumno

asignados=0
//Número de alumnos asignados

pupitre=1
//Pupitre que se está asignando 

y=1

mientras asignados!=A y y!=0


(x,y)=seleccionar(sentados,asignados,pupitre)


si y!=0

//Si se han elegido dos alumnos



sentados[x]=pupitre



sentados[y]=pupitre



asignados+=2



pupitre++


finsi

finmientras

//Si quedan alumnos por asignar

si asignados!=A


x=1

//Mientras queden por asignar


mientras x<=A

//Se busca uno no asignado



mientras x<=A y sentados[x]!=0




x++



finmientras

//Y se asigna



sentados[x]=pupitre



pupitre++


finmientras

finsi

3. Describir, diseñar y escribir un algoritmo que encuentre una solución óptima al problema 2 utilizando el método de diseño de ramificación y poda. Explicar muy bien todo, detallando suficientemente lo referido a las estrategias aplicadas. (2,5 puntos)
4. Dadas n letras distintas, (l1, l2, ..., ln), y un entero m, con 2 ( m ( n, describir, diseñar y escribir un algoritmo que utilice el método de diseño de backtracking para obtener todas las permutaciones de m letras distintas escogidas entre las n dadas. (2,5 puntos)
Solución:

Hay que obtener todas las soluciones. Para ello, emplearemos un árbol permutacional, con  niveles. El esquema general para ello es el siguiente:

operación Permutaciones:


nivel:=1


fin:=falso


repetir



s[nivel]:=generar(nivel, s)



si solucion(nivel,s) entonces



tratar(s)



finsi



si criterio(nivel, s) entonces



nivel:= nivel +1



sino




mientras nivel(0 Y NO mashermanos(nivel, s) hacer




retroceder(nivel, s)




finmientras



finsi


hasta nivel =0

operación generar (nivel,s):


s[nivel]:= s[nivel]+1

operación solucion (nivel,s):


devolver nivel=m Y correcto(nivel,s)

operación criterio (nivel,s):


devolver nivel(m Y correcto(nivel,s)

operación mashermanos (nivel,s):


devolver s[nivel]<n
operación retroceder (nivel,s):


s[nivel]=0


nivel:= nivel -1

operación correcto (nivel,s):


para i:=1,...,nivel-1 hacer


 si s[i]=s[nivel] entonces



devolver falso



sino




devolver correcto



finsi


finpara
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Caso II(35) RSI(35)
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k·(MAX2+1) 			Si n ( 1


k·(MAX2+1) + m(n/2)		Si n > 1
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Caso II(15) RSI(15)
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Caso II(30) RSI(30)
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Caso II(25) RSI(25)
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