Algoritmos y Estructuras de Datos – Ing. Informática – Primera Parte
Hoja 2/5
Examen. 16 de Junio de 2.004

1. (2,5 puntos)

a) (1 punto)
· En el caso más favorable el elemento se encontraría en la raíz de un árbol, con lo que el coste es constante y la búsqueda tiene un ((1). También ocurriría este caso cuando el árbol correspondiente al elemento a buscar estuviera vacío.

· El caso peor se da cuando todos los datos están en la misma cubeta, y el dato que se busca está en el último nivel del árbol o bien no se encuentra. Como el orden de la altura de un árbol AVL es logarítmico, también en el peor caso, tenemos que la búsqueda tiene un O(log n).
· En el caso promedio suponemos que los n datos se reparten por igual en las B cubetas, por lo que habrá n/B datos en cada cubeta. Por tanto, en el caso promedio tenemos un orden de O(1+log n/B).
b) (0,5 puntos)
Podemos comparar el coste de las operaciones de búsqueda de las tres estructuras en los distintos casos:

	
	Más favorable
	Más desfavorable
	Orden del promedio

	Dispersión con listas
	1
	n
	1+n/B

	Árbol AVL
	1
	log n
	log n

	Dispersión con AVL
	1
	log n
	1+log n/B


Por tanto, en cuanto al coste de la operación de búsqueda es preferible la estructura propuesta. Sin embargo, en cuanto a la ocupación de memoria ocurre lo contrario. Respecto a los árboles AVL, requiere más memoria debido a la tabla de punteros a AVL. Respecto a la dispersión abierta normal, utilizamos dos punteros en cada nodo de cada árbol mientras que con listas sólo se necesita uno.
c) (1 punto)
Mostramos cómo queda la estructura después de las inserciones. Cuando hay que balancear un árbol AVL se muestra antes y después de balancear, el caso que ocurre y la operación de balanceo que se realiza:













2. (2,75 puntos)
Recordemos que la estructura de relaciones de equivalencia consiste en un simple array R: array [1,..., n] de entero, donde cada R[i] almacena el índice del padre de i, o será una raíz si es negativo. El procedimiento podría ser como el siguiente.
operación RecalculaAlturas (var R: array [1..n] de entero)
para i:= 1, ..., n hacer
si R[i]<0 entonces
R[i]:= 0

para i:= 1, ..., n hacer


altura:= 0



k:= i


mientras R[k]>0 hacer



k:= R[k]




altura:= altura-1



finmientras


R[k]:= min(R[k], altura)
finpara
En el peor caso, cuando tenemos una única clase, el árbol es una lista. Suponiendo que los números están en el orden 1, 2, ..., n en esa lista (el 1 en el nivel más bajo y el n es la raíz), para 1 se recorren n posiciones en el bucle mientras, para 2 se recorren n-1, etcétera. El tiempo será de la forma: n + n-1 + n-2 +...+ 1, con lo que el orden sería un O(n2). No obstante, hay que tener en cuenta que este peor caso no se puede dar si se usa la técnica de balanceo de árboles. Por lo tanto, la anterior sería sólo una cota superior del orden de complejidad.
Hay que hacer notar que, en la práctica, esta operación no tiene mucho sentido ya que se puede programar fácilmente con un O(n) una operación que haga que cada nodo apunte directamente a su raíz en el árbol.
3. (2,75 puntos)
El problema se puede resolver haciendo las modificaciones oportunas sobre el algoritmo de Dijkstra o el de Floyd.  Mostraremos la modificación del algoritmo de Floyd, que resulta algo más sencilla. Puesto que necesitamos dos caminos mínimos para cada nodo, en lugar de la matriz D del algoritmo original, definimos las matrices D1 y D2 para el menor y el segundo menor camino. La modificación del algoritmo es la siguiente:
operación Floyd2 (C: array [1..n, 1..n] de entero; var D1, D2: array [1..n, 1..n] de entero)

para i:= 1, ..., n hacer



para j:= 1, ..., n hacer



D1[i, j]:= C[i, j]



D2[i, j]:= +(


finpara

finpara

para k:= 1, ..., n hacer



para i:= 1, ..., n hacer




para j:= 1, ..., n hacer





coste1:= D1[i, k] + D1[k, j]




coste2:= min {D1[i, k]+D2[k, j], D2[i, k]+D1[k, j]}





si coste1 <= D1[i, j] entonces





D2[i, j]:= D1[i, j]





D1[i, j]:= coste1






si coste2 < D2[i, j] entonces






D2[i, j]:= coste2






finsi




sino si coste1 < D2[i, j] entonces





D2[i, j]:= coste1




finsi



finpara



finpara


finpara
Si además de calcular los costes quisiéramos calcular también los nodos de los caminos, deberíamos llevar sendas matrices P1 y P2, actualizándolos de forma conveniente al encontrar un nuevo mínimo. Se deja como ejercicio.
4. (2 puntos)
a) esABB: A → Booleano
Definimos las operaciones auxiliares EsMayor, EsMenor: A x T→ Booleano, que dado un árbol a y un elemento t, comprueban si t es mayor que el nodo más a la derecha de a, o si es menor que el nodo más a la izquierda de a, respectivamente.
SEMÁNTICA  ( t, t1, t2 ( T, ( a1, a2 ( A , ( n ( N

EsMayor(crear, t) = TRUE
EsMayor(construir(t1, a1, a2), t2) = SI (a2==crear) ( t1 < t2 | EsMayor(a2, t2)

EsMenor(crear, t) = TRUE
EsMenor(construir(t1, a1, a2), t2) = SI (a1==crear) ( t2 < t1 | EsMenor(a1, t2)

esABB(crear) = TRUE

esABB(construir(t, a1, a2)) = EsMayor(a1, t) AND EsMenor(a2, t) AND esABB(a1) AND esABB(a2)
b) peorAVL: N x T → A
peorAVL(cero, t) = construir(t, crear, crear)
peorAVL(sucesor(cero), t) = construir(t, construir(t, crear, crear), crear)

peorAVL(sucesor(sucesor(n)), t) = construir(t, peorAVL(sucesor(n), t), peorAVL(n, t))

1. (2,25 puntos)
Para estudiar el tiempo de ejecución contaremos el número de instrucciones, que es:
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El tiempo tsi(i) depende de si i es par o impar. tsi(i) es 1 para valores impares de i, y es 
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 para valores pares. Por otro lado, tenemos que el valor de j depende de la iteración, siendo 2 la primera vez, luego 4, 8, 16, ..., y en general 2x para la pasada x. Podemos separar en el sumatorio de tsi(i) en los casos pares y los impares. La mitad de las veces, (n/2(, se ejecutará el caso impar y la otra mitad, (n/2(, el caso par. Por lo tanto, tenemos:
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El orden es por tanto 
[image: image4.wmf](

)

2

/

2

)

(

n

n

t

Q

Î

.

El valor devuelto por la función coincide con el número de veces que se pasa por el interior del bucle más interno, por lo que Petiva(n) = 
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2. (1,25 puntos)

Supongamos que a es el número de subproblemas y n/b es el tamaño de los subproblemas. En las condiciones del ejercicio, el tiempo de ejecución es de la forma: t(n) = a t(n/b) + n
Resolviendo la recurrencia para los casos con a>b (como se indica en el enunciado) tenemos que t(n) ( O(nlogba). En consecuencia, en el algoritmo de Karatsuba y Ofman, con a= 3 y b= 2, el tiempo es un O(nlog23) ( O(n1,59).
Podemos mejorar el tiempo con valores de a y b tales que log b a < log 2 3. Por ejemplo:
· Para a= 4, b= 3, que t(n) ( O(nlog34) ( O(n1,26).

· Para a= 5, b= 4, que t(n) ( O(nlog45) ( O(n1,16).

Obviamente, esto no quiere decir que tales descomposiciones sean posibles.
3. (2 puntos)

Podemos interpretar el problema como un proceso de toma de decisiones, donde en cada paso debemos decidir si meter un objeto en la mochila 1, en la 2 o en ninguna. Por lo tanto, la ecuación a resolver tiene la forma: DosMochilas (i, m1, m2): entero, que significa “resolver el problema de las dos mochilas con los i primeros objetos y capacidades de mochilas m1 y m2”. Se puede definir recursivamente con facilidad:




-(

Si (m1 < 0) O (m2 < 0)
DosMochilas (i, m1, m2) =
0

Si no se cumple la anterior y (i < 1)




máximo {DosMochilas(i-1, m1, m2), bi+DosMochilas(i-1, m1-pi, m2),






 bi+DosMochilas(i-1, m1, m2-pi)}

La ecuación a resolver tiene 3 parámetros, por lo que debemos usar una tabla tridimensional. Definimos la tabla:
T : array [0..n, 0..M1, 0..M2] de entero

El algoritmo para rellenarla será:

para j:= 0, ..., M1 hacer


para k:= 0, ..., M2 hacer



T[0, j, k]:= 0


para i:= 1, ..., n hacer

para j:= 0, ..., M1 hacer



para k:= 0, ..., M2 hacer




T[i, j, k]:= max (T[i-1, j, k], bi+T[i-1, j-pi, k], bi+T[i-1, j, k-pi])

devolver T[n, M1, M2]
En la operación max anterior habría que tener en cuenta que si un índice se sale del array tenemos un caso base -(.
4. (2 puntos)

Un posibilidad adecuada es hacer que los candidatos sean todos los posibles equipos a formar: n equipos de 1, n(n-1)/2 equipos de 2, y n(n-1)(n-2)/6 equipos de 3. La función de selección consistiría en elegir el equipo de 1, de 2 o de 3 con más beneficio, es decir, con más afinidad del equipo. La función factible debería comprobar si los miembros del equipo no han sido ya usados. Representaremos la solución mediante una tupla s: array [1..m] de entero, siendo s[i] el número de equipo asignado a la persona i. Para simplificar los cálculos usamos una matriz B, siendo B[i, j] = A[i, j]+A[j, i].
operación Inicialización

afintotal:= 0

// Afinidad total resultante

elegidos:= 0

// Número de personas ya elegidas

numequipos:= 0
// Número de equipos formados

para i:= 1, ..., m hacer


s[i]:= 0


para j:= 1, ..., m hacer



B[i, j]:= A[i, j] + A[j, i]


finpara
operación Selección (B: array [1..m, 1..m] de entero; var imax, jmax, kmax, elemax, afinmax: entero)

afinmax:= -(

para i:= 1, ..., m hacer


si s[i]==0 entonces



si afinmax<0 entonces




afinmax:= 0





imax:= i





elemax:= 1




finsi



para j:= i+1, ..., m hacer




si s[j]==0 entonces





si afinmax<B[i, j] entonces






afinmax:= B[i, j]







imax:= i







jmax:= j







elemax:= 2






finsi





para k:= j+1, ..., m hacer






si s[k]==0 entonces







si afinmax<B[i, j]+B[j, k]+B[i, k] entonces








afinmax:= B[i, j]+B[j, k]+B[i, k]









imax:= i









jmax:= j









kmax:= k









elemax:= 3








finsi






finsi





finpara




finsi



finpara


finsi

finpara
operación EquiposVoraz (A: array [1..m, 1..m] de entero; var s: array [1..m] de entero)

Inicialización


mientras elegidos < m hacer


Selección(B, imax, jmax, kmax, elemax, afinmax)


numequipos:= numequipos + 1



s[imax]:= numequipos



si elemax>1 entonces s[jmax]:= numequipos



si elemax>2 entonces s[kmax]:= numequipos



elegidos:= elegidos + elemax



afintotal:= afintotal + afinmax


finmientras
5. (2,5 puntos)

Igual que en el ejercicio anterior, representamos la solución mediante una tupla s: array [1..m] de entero, siendo s[i] el número de equipo asignado a la persona i. También definimos un array numpers: array [1..m] de entero, que indica el número de miembros de cada equipo. Utilizaremos un esquema como el visto en clase.
operación EquiposBack (var soa: array [1..n] de entero)


Inicializar


repetir


Generar (nivel, s)



si Solución (nivel, s) AND (afinact > voa) entonces



voa:= afinact

soa:= s


finsi


si Criterio (nivel, s) entonces



nivel:= nivel + 1



sino mientras NOT MasHermanos (nivel, s) AND (nivel>0) hacer
Retroceder (nivel, s)



finsi

hasta nivel == 0
operación Inicializar


voa:= -(

afinact:= 0

nivel:= 1


s:= (0, 0, ..., 0)

numpers:= (0, 0, ..., 0)
operación IncrAfin (nivel, s): entero   // Devuelve el incremento de afinidad tras poner la persona nivel

acum:= 0


para i:= 1, ..., nivel - 1 hacer


si s[i]==s[nivel] entonces



acum:= acum + A[i, nivel] + A[nivel, i]


devolver acum

operación Generar (nivel, s)


si s[nivel]>0 entonces
numpers[s[nivel]]:= numpers[s[nivel]] - 1


afinact:= afinact - IncrAfin(nivel, s)


finsi

s[nivel]:= s[nivel] + 1


numpers[s[nivel]]:= numpers[s[nivel]] + 1


afinact:= afinact + IncrAfin(nivel, s)
operación Solución (nivel, s)


devolver (nivel==m) AND (numpers[s[nivel]]<=3)

operación Criterio (nivel, s)


devolver (nivel<m) AND (numpers[s[nivel]]<=3)

operación MasHermanos (nivel, s)


devolver numpers[s[nivel]]>1   // Ojo: la implementación trivial sería: devolver s[nivel]<m

            // pero de esta forma evitamos muchas soluciones equivalentes
operación Retroceder (nivel, s)


afinact:= afinact - IncrAfin(nivel, s)


numpers[s[nivel]]:= numpers[s[nivel]] - 1


s[nivel]:= 0


nivel:= nivel - 1
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