5.6. Algoritmos sobre grafos dirigidos 243
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Figura 5.32: Ordenacion topoldgica en un GDA. Arriba: GDA de ejemplo. Abajo: ejecucion
del algoritmo sobre el ejemplo.

a bbp(v) tendriamos orden|v] = n, para el siguiente n — 1, y asi sucesivamente. El orden
obtenido es un orden topoldgico porque un nodo sélo acabard su llamada recursiva cuando
todos sus adyacentes hayan sido visitados.

5.6.3. Flujo maximo en redes

En teoria de grafos, un grafo dirigido con pesos es también conocido como una red.
En los problemas de flujo en redes, las aristas representan canales por los que puede
circular cierta cosa: datos, agua, coches, corriente eléctrica, etc. Los pesos de las aristas
representan la capacidad maxima de un canal: velocidad de una conexion, volumen maxi-
mo de agua, cantidad méaxima de trafico, voltaje de una linea eléctrica, etc.; aunque es
posible que la cantidad real de flujo sea menor.

El problema del flujo maximo consiste en lo siguiente: dado un grafo dirigido con
pesos, G = (V, A, W), que representa las capacidades maximas de los canales, un nodo
de inicio s y otro de fin ¢t en V| encontrar la cantidad méaxima de flujo que puede circular
desde s hasta t. En la figura 5.33 se muestra un ejemplo de problema y la soluciéon. El grafo
de la izquierda, GG, pintado con lineas continuas, representa las capacidades maximas; seria
la entrada del problema. El grafo de la derecha, F', representado con lineas discontinuas,
indica los flujos reales; es una posible solucién para el problema.

La solucién del problema debe cumplir las siguientes propiedades:

= La suma de los pesos de las aristas que salen de s debe ser igual a la suma de las
aristas que llegan a t. Esta cantidad es el flujo total entre s y ¢.

= Para cualquier nodo distinto de s y de ¢, la suma de las aristas que llegan al nodo
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Figura 5.33: Problema de flujo maximo en redes. a) Grafo de capacidades méximas de los
canales. b) Solucién del problema, grafo de flujos reales.

debe ser igual a la suma de las aristas que salen al mismo.

= Los pesos de las aristas en F' no pueden superar los pesos maximos indicados en G.
Es decir, si Cg(a,b) es el peso de la arista <a,b> de G y Cp(a,b) es el peso de la
misma arista en F', entonces Cr(a,b) < Cg(a,b).

Una vez planteado el problema, vamos a estudiar la forma de resolverlo. En primer
lugar propondremos un algoritmo intuitivo, y a continuacion analizaremos si garantiza la
solucién 6ptima o no.

Un posible algoritmo para calcular el flujo maximo

La idea de los flujos, que van desde s hasta t, es muy proxima a la de un camino
por el que circula cierto fluido. Cada unidad de flujo que llega hasta un nodo, debe salir
por alguna de sus aristas. Por lo tanto, un posible algoritmo podria basarse en encontrar
caminos (s, vy, vy, ..., Vg, t) en G. Por ese camino podemos mandar cierta cantidad de flujo.
., Cuanto? Pues todo lo que quepa. Por ejemplo, si en el grafo G de la figura 5.33 tomamos
el camino (s, a, b, t), vemos que las aristas por las que pasa tienen pesos: 5, 2, 4. El maximo
flujo que podemos mandar por ese camino esta limitado por el minimo de las capacidades
por las que pasa el camino; en este caso 2. De esta forma, el algoritmo irfa encontrando
caminos en G, anadiendo los flujos correspondientes al grafo F' y quitandolos de G. Y
asi seguiria hasta que no queden mas caminos para enviar flujo.

La estructura del algoritmo que lleva a cabo esta idea seria la siguiente:

1. Sea G = (V, A, Cg) el grafo de capacidades méximas. Inicializar el grafo de flujos
reales, I, con los mismos nodos y aristas de GG, pero con pesos 0. Es decir, Cr(v, w) =
0; V <v,w> € A. Este grafo guardara el resultado del algoritmo.

2. Buscar un camino en G, desde s hasta t, pasando por aristas cuyo peso sea mayor
que 0. Este camino es denominado camino creciente. Supongamos que el camino es
(s,v1, 02, ..., Uk, t). Tomamos m = min{Cq(s,v1), Cg(vi,vs), ..., Ca(vk, t)}. Es decir,
por este camino pueden fluir hasta m unidades de flujo, como méximo.

3. Para cada arista <v,w> del camino anterior, anadir m al coste de la arista corres-
pondiente en F' y quitarlo en G. Es decir, Cp(v,w) = Cp(v,w) + m; Cg(v,w) =
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Ce(v,w) — m; para todo <v,w> del camino del paso 2.
4. Volver al paso 2 mientras siga existiendo algiun camino creciente entre s y t en G.

Todavia nos queda por determinar la forma de encontrar el camino creciente del
paso 2. Una vez mas, la bisqueda primero en profundidad puede sernos de utilidad. Para
encontrar un camino creciente, podriamos iniciar una busqueda en profundidad en G a
partir del nodo s. Cuando la bisqueda llegue a t ya tenemos un camino de s a t'2. Ademas,
el procedimiento bpp deberia ser modificado para tener en cuenta sélo las aristas con peso
mayor que cero.

Por otro lado, esté claro que entre s y t puede haber mas de un camino creciente. Esta
primera versién del algoritmo indica que se encuentre un camino cualquiera. El algoritmo
serd 6ptimo si, independientemente de los caminos elegidos en el paso 2, siempre encuentra
el flujo méaximo. Vamos a ver que no siempre ocurre asi.

Ejemplo 5.6 Vamos a aplicar la primera version del algoritmo del flujo maximo sobre
el grafo G de la figura 5.33a). En la figura 5.34 se muestra una ejecuciéon posible del
algoritmo, donde no se alcanza la solucion 6ptima.

Figura 5.34: Primera versién del algoritmo de flujo méximo en redes. a) Grafo del proble-
ma, G. b) Grafo de flujos F' inicial. ¢) Grafo G' después de quitar el camino (s, ¢, b, t). d)
Grafo de flujos después de anadir el mismo camino.

En la primera ejecucién del paso 2, se encuentra el camino (s, ¢, b, t). Los costes de
las aristas son: 4, 4, 4; asi que m = 4. Esta cantidad se anade en F' (figura 5.34d) y se quita
de G (figura 5.34c). Si intentamos buscar otro camino entre s y ¢, en el grafo de la figura
5.34c), que pase por aristas con peso mayor que cero, vemos que no existe ninguno. Por

I2E] camino estarfa en la pila de llamadas recursivas. Lo més adecuado serfa ir almacenando en un
array los nodos que estan en la rama actual de la llamada a bpp.
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lo tanto, el algoritmo acabaria. El resultado del algoritmo es que el flujo total encontrado
es 4.

En consecuencia, el algoritmo no encuentra el 6ptimo, que como vimos en la figura
5.33 es 6 unidades de flujo. No obstante, si los caminos hubieran sido elegidos en otro orden
si que se habria obtenido el éptimo. En concreto, se puede comprobar que el resultado de
la figura 5.33 se alcanzaria si seleccionamos los siguientes caminos, por orden: (s, a,b, 1)
con peso 2; (s,¢,d,t) con peso 2; (s,¢,d,b,t) con peso 1; (s,¢,b,t) con peso 1.

Algoritmo de flujo maximo deshaciendo caminos

La primera version del algoritmo es no determinista: en el paso 2 se pueden elegir
varios caminos y, dependiendo de cudl se coja, el algoritmo alcanza la solucién éptima o
no. Para solucionar el problema podemos hacer una pequena modificaciéon en el algoritmo.
El sentido de esta modificacién es que si se coge un camino, pero que luego resulta ser
una mala decision, se pueda deshacer el flujo enviado por ese camino.

En particular, la modificacién afecta a la forma de actualizar Cg dentro del paso 3.
Cada vez que encontramos un camino creciente, quitamos m unidades de flujo de G y las
ponemos en F. Ahora, ademas, vamos a indicar en G que se pueden deshacer m unidades
de flujo a través de las aristas del camino. El flujo que se deshace tendra el sentido opuesto
al de anadir; es decir, si se anade m unidades en <v,w> en F', entonces se quitan m de
<v,w> en G y se anaden m unidades de deshacer para la arista <w,v> en G.

En definitiva, este cambio s6lo implica modificaciones dentro del paso 3 del algorit-
mo, que ahora deberia decir:

3 Para cada arista <v,w> del camino anterior, anadir m al coste de la arista corres-
pondiente en F', quitarlo en GG y ponerlo en G en sentido contrario. Es decir,
Cr(v,w) = Cp(v,w) + m; Cg(v,w) = Cg(v,w) —m; Ca(w,v) = Ca(w,v) +m
para todo <wv,w> del camino del paso 2.

Hay que tener en cuenta que aqui estamos suponiendo que el peso de una arista
inexistente es 0. De esta forma, cuando sumamos m a Cg(w,v), pero <v,w> no esta en
G, seria equivalente a crear una nueva arista con peso m.

Esta nueva versién del algoritmo no deja de ser no determinista, pero garantiza
siempre la solucion éptima. Aunque no lo vamos a demostrar, vamos a ver que se resuelve
correctamente el problema que vimos en el ejemplo 5.6.

Ejemplo 5.7 Vamos a aplicar la segunda version del algoritmo del flujo maximo —la que
permite deshacer caminos— sobre el grafo G de la figura 5.33a). Un posible resultado del
algoritmo se muestra en la figura 5.35.

Igual que en el ejemplo 5.6, consideramos que en la primera ejecucion del paso 2 se
encuentra el camino (s,c,b,t), con m = 4. Esta cantidad se anade en F (figura 5.35d).
Ahora, en G se quita esa cantidad en sentido directo y se anade en sentido contrario
(figura 5.35¢).

A continuacion podemos encontrar un nuevo camino, que pasa por la arista de
“deshacer” <b,c>. El camino es (s,a,b,c,d,t), con pesos: 5, 2, 4, 3, 2. Por lo tanto,
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Figura 5.35: Segunda version del algoritmo de flujo méaximo en redes. a) Grafo del proble-
ma, G. b) Grafo de flujos F inicial. ¢),d) Grafos G y F, después de encontrar el camino
(s,c,b,t). e),f) Grafo G y F, después de encontrar el camino (s, a,b,c,d,t).

m = 2. Se anade a F''* (figura 5.35f) y se actualiza G (figura 5.35e). En el siguiente paso,
ya no existe ningin camino creciente, luego acaba el algoritmo.

Si comparamos la solucién obtenida con la mostrada en la figura 5.33, vemos que
no coinciden. No obstante, ambas tienen el mismo valor de flujo total, 6, y ambas son
6ptimas. En perfectamente posible, como en este ejemplo, que la soluciéon 6ptima no sea
Unica.

5.7. Algoritmos sobre grafos no dirigidos

En esta seccién plantearemos dos problemas especificos de grafos no dirigidos: la
busqueda de los puntos de articulacion y los circuitos de Euler. Vamos a ver que am-
bos problemas se pueden resolver utilizando como herramienta la biisqueda primero en
profundidad.

13Hay que notar un detalle sutil. Cuando en el grafo de la figura 5.35d) se afiade el flujo de “deshacer”
entre b y ¢, no se anade realmente 2 a C'r(b, ¢), sino que se resta 2 de Cr(c,b). jPor qué?
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5.7.1. Puntos de articulacién y componentes biconexos

Como sabemos, un grafo no dirigido se dice que es conexo si existen caminos entre
todos sus nodos. Pero en muchas aplicaciones se requiere un nivel méas de conexién; se
necesita no sélo que los nodos estén conectados sino que si falla algun nodo o enlace, los
nodos sigan conectados. Buscamos lo que se podria denominar tolerancia a fallos. En la
figura 5.36 se muestran dos ejemplos de aplicacién. El grafo de la figura 5.36a) muestra
las estrategias de pase del balén de un equipo de fitbol; la figura 5.36b) muestra una red
de ordenadores y las conexiones entre los mismos.

b)

Figura 5.36: Ejemplos de grafos no dirigidos. a) Jugadores de un equipo de fitbol (nodos)
y estrategias de pase del balén (aristas). b) Red de ordenadores.

En este tipo de aplicaciones surge el estudio de los puntos de articulacién y los
componentes biconexos.

Definicién 5.16 Sea un grafo no dirigido y conexo, G = (V, A). Un punto de articu-
lacién es un vértice v tal que cuando se elimina de GG junto con todas las aristas incidentes
en él, se divide una componente conexa de G en dos o mas.

El punto de articulacion es un nodo critico del grafo, en el sentido de que si falla
tendremos graves problemas. Por ejemplo, en la figura 5.36a) el jugador 7 es un punto de
articulacion; si conseguimos eliminarlo cortaremos la circulacion del balén entre la defensa
y la delantera. En la figura 5.36b) los ordenadores a y c¢ son puntos de articulacién; si
cualquiera de ellos cae, quedaran trozos de red incomunicados.

Un grafo no dirigido se dice que es biconexo si no tiene puntos de articulacién. En
los anteriores apartados hemos hablado informalmente de grafos mas o menos conectados.
Podemos definir el concepto de conectividad de un grafo de la siguiente forma.

Definicion 5.17 Un grafo no dirigido se dice que tiene conectividad k si la eliminacion
de k — 1 vértices cualesquiera, junto con las aristas incidentes en ellos, no desconecta el
grafo resultante.

De acuerdo con la definicién, un grafo tiene conectividad 2 o mas si y so6lo si no tiene
puntos de articulacion, es decir, si es biconexo. Por ejemplo, los grafos de la figura 5.36
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no son biconexos, por lo que su conectividad es 1. Cuanto mayor sea la conectividad del
grafo, mas facil sera que sobreviva al fallo de alguno de sus vértices. Por otro lado, segiin
la definicién, si un grafo tienen conectividad k, también tendra conectividad k — 1, k — 2,
o L

Ejemplo 5.8 ;Cuanto es la maxima conectividad posible de un grafo? ;A qué grafo
corresponde? ;Cuéntas aristas debe tener un grafo como minimo para ser biconexo?

La méaxima conectividad posible seria la de un grafo completo. Podemos eliminar
todos los vértices sin desconectarlo. Solo cuando eliminemos todos los nodos conseguimos
suprimir un componente conexo. Podemos decir que el grafo completo tiene conectividad
n, siendo n el numero de nodos del grafo.

En cuanto al minimo nimero de aristas, sabemos que un grafo con forma de arbol
es el menor grafo conexo posible. Un grafo de ese tipo tiene n — 1 aristas, pero no es
biconexo. Todos los nodos, excepto las hojas, serian puntos de articulacion. Consideremos
un grafo con forma de anillo. Tiene n aristas y es biconexo, ya que no tiene puntos de
articulacion. Por lo tanto, el minimo ntimero de aristas para un grafo biconexo seria n.
Ojo, esto no garantiza que cualquier grafo no dirigido con n aristas sea biconexo.

Algoritmo para calcular los puntos de articulacion

A falta de una idea mejor, una posible soluciéon para calcular los puntos de articu-
lacion de un grafo podria ser la siguiente: eliminar los vértices del grafo uno por uno; para
cada nodo eliminado, comprobar si el grafo resultante sigue siendo conexo o no; en caso
negativo, tenemos un punto de articulacién. La comprobacion de si el grafo resultante
es conexo se podria hacer con una busqueda primero en profundidad. En consecuencia,
el tiempo de esta solucién serfa O(n®) con matrices de adyacencia y O(n (a + n)) con
listas. Pero vamos a ver que el problema se puede resolver con una simple bisqueda en
profundidad.

Supongamos que hacemos la busqueda en profundidad de un grafo no dirigido y
conexo, como el de la figura 5.36b). Obtenemos un arbol abarcador en profundidad, como
el mostrado en la figura 5.37.

En el resultado aparecen dos tipos de arcos: los del arbol y los que no son del arbol,
que seran de avance/retroceso. Podemos interpretar que tenemos dos tipos de caminos
entre los nodos: los caminos a través del arbol, hacia los padres, y los caminos moviéndonos
a través de los arcos de retroceso. Los primeros, a través del arbol, siempre existiran; los
segundos, a través de arcos de retroceso, representan caminos alternativos. Decimos que
son alternativos en el sentido de que si eliminamos un nodo en el camino del primer tipo,
tenemos una via alternativa.

El algoritmo se basa en el cdlculo de los caminos alternativos. Se realiza una bisque-
da primero en profundidad, numerando los nodos en el orden de recorrido. Al mismo
tiempo se calculan los “caminos alternativos”. El resultado se guarda en un array bajo:
array [1..n] de entero. El valor de bajo de un nodo v indica lo més arriba que podemos
llegar en el arbol a través de un camino alternativo. El camino alternativo para un nodo
consistird en moverse a través de un arco de retroceso, o bien hacia abajo en el arbol y
luego hacia arriba por un arco de retroceso. En la figura 5.37b) se muestra un ejemplo.
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Figura 5.37: Caminos alternativos. a) Arbol de expansion en profundidad del grafo de la
figura 5.36b). b) Si eliminamos el nodo b, existe para d y para e un camino alternativo
para llegar a la raiz. Conclusion: b no es punto de articulacién.

Tendremos un punto de articulacion si, al eliminar un nodo, alguno de sus hijos
no tiene un camino alternativo para llegar mas arriba del nodo eliminado. Es decir, v
serd un punto de articulacién si tiene un hijo tal que su valor de bajo es menor o igual
que el ntimero de busqueda en profundidad de v. La condicion es distinta para la raiz;
sera punto de articulacién si tiene dos o méas hijos. Como ya vimos, no pueden haber arcos
de cruce, por lo que si tiene dos o més hijos estos sélo se pueden comunicar a través de
la raiz.

En definitiva, el algoritmo para calcular los puntos de articulacion de un
grafo no dirigido tendria la siguiente estructura:

1. Realizar una buisqueda primero en profundidad, numerando los nodos en el orden
en que son recorridos. Supongamos que guardamos en el array nbpp: array [1..n] de
entero, el orden en que es visitado cada nodo.

2. Calcular los valores bajo[v] para cada nodo visitado, segin la férmula:
bajo[v]:= minimo {nbpp[v];
nbpp(z] | para todo z tal que exista un arco de retroceso (z,v);
bajoly] | para todo y hijo de v en el arbol de expansion}

3. La raiz del arbol es un punto de articulacion si y sélo si tiene dos o mas hijos en el
arbol de expansion en profundidad.

4. Un nodo v, distinto de la raiz, es un punto de articulacién si y sélo si tiene algin
hijo w en el arbol tal que bajo[w] > nbpp|v].

Realmente, el calculo de los valores de bajo y la comprobacion de las condiciones
no se deben hacer como pasos separados, sino dentro del mismo procedimiento de bpp.
Como los calculos anadidos se pueden hacer en tiempo constante, el orden de complejidad
del algoritmo viene dado por el orden de la biisqueda primero en profundidad: O(n?) con
matrices de adyacencia y O(n + a) con listas de adyacencia.
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a) b)

nbpp[a]= 1

e e ————— bajo[a]= 1
nbpp[b]=2 bpplc]= 5
O’ bajo[b]=1 / Ba@%ﬁl 5
nbpp[d]= 3 bpplf]= 6
" @ bajo[d]= 1 gaj%rff[]]= 5
0 e 0 nbpple]= 4 nbpp[g]= 7
bajo[e]= 1 bajo[g]= 5

Figura 5.38: Busqueda de los puntos de articulacién. a) Grafo no dirigido. b) Aplicacién
del algoritmo. Se indican los valores de bajo y nbpp.

Ejemplo 5.9 En la figura 5.38 se muestra un ejemplo de aplicacion de este algoritmo,
para el mismo grafo de la figura 5.36a).

. Cuales son los puntos de articulacién del ejemplo de la figura 5.387 Para la raiz,
a, se cumple la condicién del punto 3, puesto que tiene dos hijos. Por lo tanto, a es un
punto de articulacion. Para los demés nodos, tenemos que comprobar la condicién del
punto 4. Vemos que se cumple inicamente para el nodo ¢; tiene como hijo el nodo f, cuyo
bajo[f]=b > nbpp[c]=5. En consecuencia, f es otro punto de articulacién.

Componentes biconexos

La definicién de componente biconexo es similar a la de componente conexo. Un
componente biconexo de un grafo GG es un subgrafo biconexo y maximal de G. Si G es
de por si biconexo, entonces tendra un sélo componente biconexo. Si G tiene puntos de
articulacion, entonces apareceran distintos componentes biconexos. ; Como encontrarlos?

En primer lugar, deberiamos calcular los puntos de articulacién de G. Después, el
algoritmo seria similar al calculo de los componentes conexos que vimos en el ejemplo 5.4.
Recordemos que este algoritmo se basaba en una simple bisqueda primero en profundidad.
La tunica diferencia es que no se deberian hacer llamadas recursivas al llegar a un nodo
que sea punto de articulacién.

En la figura 5.39 se muestran los componentes biconexos del grafo del ejemplo 5.9.
Se puede ver que algunos nodos estan en mas de un componente biconexo. Esto ocurrira,
precisamente, para los nodos que sean puntos de articulacion.

5.7.2. Circuitos de Euler

Los problemas de circuitos de Euler aparecen cuando se utilizan grafos para repre-
sentar dibujos de lineas. En la figura 5.40 se muestran tres de estos ejemplos. En estos
grafos, cada nodo representa un punto del dibujo y una arista entre dos nodos indica que
existe una linea entre los dos puntos correspondientes.

El problema del circuito de Euler trata de responder a la cuestién: ;es posible dibujar
la figura con un boligrafo, pintando cada linea una sola vez, sin levantar el boligrafo y
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= b

Figura 5.39: Componentes biconexos del grafo del ejemplo 5.9.

a) b) ©)

Figura 5.40: Circuitos y caminos de Euler. Arriba: dibujo de lineas. Abajo: grafo corres-
pondiente. a) Tiene un circuito de Euler. b) Tiene un camino de Euler. ¢) No tiene circuito
ni camino de Euler.

acabando en el mismo punto donde se empez6?

Formulado con terminologia de grafos, decimos que un circuito de Euler es un
ciclo, no necesariamente simple, que visita todas las aristas exactamente una vez. Es
decir, los nodos se pueden visitar varias veces, pero las aristas se tienen que visitar una y
solo una vez. Asi que dado un grafo, tenemos que decidir si existe un circuito de Euler.

Hay claramente dos condiciones necesarias para que exista un circuito de Euler:

= El grafo debe ser conexo.

= El grado de todos los nodos —es decir, nimero de aristas incidentes— debe ser par.
La razon es que si el camino pasa varias veces por un nodo, siempre que entra por
una arista debe salir por otra.

Un concepto relacionado con el circuito de Euler es el de camino de Euler. Un
camino de Euler es un camino que visita todas las aristas exactamente una vez, pudiendo
empezar y acabar en sitios distintos. Las condiciones necesarias para que exista, en este
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caso, serian similares a las del circuito de Euler. La segunda condicién permitiria que
existan dos nodos con grado impar, o ninguno. Los demas deberian tener grado par.

Se puede comprobar que las anteriores condiciones necesarias son también sufi-
cientes. Esto es, si se cumplen entonces existe un circuito de Euler. El objetivo ahora
es encontrar un algoritmo para encontrar el circuito o camino de Euler.

Algoritmo para calcular un circuito de Euler

Supongamos un grafo no dirigido G. En primer lugar deberiamos comprobar si se
cumplen las condiciones necesarias y suficientes. En ese caso, tenemos garantizado que
existe un circuito de Euler, y podemos encontrarlo con el siguiente algoritmo:

1. Buscar un ciclo en G empezando por un vértice v cualquiera. Puede que en este
ciclo no todas las aristas hayan sido visitadas. En ese caso, seguimos con el siguiente
punto.

2. Si quedan aristas por visitar, seleccionar el primer nodo w del ciclo anterior que
tenga una arista no visitada. Buscar un ciclo partiendo de w que pase por aristas
no visitadas.

3. Unir el ciclo del paso 1 con el obtenido en el paso 2. Repetir sucesivamente los pasos
2 y 3 hasta que no queden aristas por visitar.

Para encontrar un ciclo, en los pasos 1 y 2, podemos utilizar una buisqueda primero
en profundidad, como se comenta en el apartado 5.3.1. No obstante, la diferencia ahora
es que lo que se marca como visitado no son los nodos sino las aristas.

Ejemplo 5.10 Vamos a aplicar el algoritmo para calcular el circuito de Euler para el
grafo de la figura 5.40.

Supongamos que empezamos por el nodo 1. Podemos tener algo como lo siguiente:

Paso 1. Encontramos el ciclo: C' = (1,2,5,7,6,3,1).

Paso 2. No todas las aristas estan visitadas. El primer nodo con una arista no visitada
es el 2. Encontramos el siguiente ciclo: D = (2, 3,4,2).

Paso 3. Unimos los ciclos C'y D. Lo que hacemos es, dentro de C' en el lugar donde
aparece 2 sustituirlo por D. El resultado es: C' = (1,2,3,4,2,5,7,6,3,1).

Paso 2. No todas las aristas estan visitadas, el primer nodo es 4. Encontramos el
ciclo: D = (4,5,6,4).

Paso 3. Unimos el ciclo C con el D, Obtenemos: C' = (1,2,3,4,5,6,4,2,5,7,6,3,1).
Todas las aristas estan ya visitadas, por lo que acaba el algoritmo.

5.8. Otros problemas con grafos

Ademas de los problemas que hemos estudiado en los apartados anteriores, existen
otros muchos tipos de problemas clasicos en teoria de grafos. Todos ellos aparecen como
resultado de modelar un problema de la vida real a través de grafos. Asi que disponer de
una solucién eficiente para los mismos resultaria deseable.
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Sin embargo, existe una amplia variedad de problemas para los cuales no se conoce
hasta la fecha ningtun algoritmo capaz de resolverlos de forma eficiente —a pesar de los
numerosos anos de esfuerzo dedicados y del fenomenal avance que supondria encontrar-
los. Entendemos aqui por eficiente un algoritmo con tiempos polinomiales, del tipo O(n),
O(n?), O(n3?), etc. Esta categoria de problemas para los cuales no se conocen soluciones
eficientes —ya sean sobre grafos o no— son conocidos como problemas NP. Los algorit-
mos existentes para resolver problemas de este tipo se basan, en esencia, en comprobar
todas las posibles soluciones de manera exhaustiva, dando lugar a tiempos exponenciales
o factoriales. El resultado es lo que se conoce como el efecto de explosiéon combinatoria,
que hace referencia a la forma en la que se dispara el tiempo de ejecucion para tamanos
grandes del problema. Alternativamente, se pueden disenar algoritmos que obtengan solu-
ciones mas o menos buenas, no necesariamente la éptima, pero en un tiempo reducido.
Estos son conocidos como algoritmos heuristicos.

Vamos a ver un conjunto de problemas clasicos sobre grafos, que estan dentro de
la categoria NP. En este apartado inicamente enunciaremos el problema, mostrando las
posibles aplicaciones practicas donde puede ser de utilidad. Por el momento, no daremos
algoritmos para resolverlos. Conforme se avance hacia los capitulos de diseno de algorit-
mos, seria adecuado intentar plantearse la resolucion de estos problemas con las técnicas
que se vayan estudiando.

5.8.1. Ciclos hamiltonianos

En principio, el problema del ciclo hamiltoniano tiene una formulaciéon muy similar
a la del circuito de Euler. Veamos la definicion.

Definicion 5.18 Dado un grafo no dirigido G, se llama ciclo de Hamilton o ciclo
hamiltoniano a un ciclo simple que visita todos los vértices.

Es decir, el ciclo hamiltoniano pasa por todos los vértices exactamente una vez. El
problema del ciclo hamiltoniano consiste en: dado un grafo no dirigido GG, determinar
si posee algin ciclo hamiltoniano. Por ejemplo, en el grafo de la figura 5.41a) existe un
ciclo de Hamilton, que ha sido senalado con linea mds gruesa. El de la figura 5.41b) no
posee ningun ciclo hamiltoniano, lo cual ha sido verificado comprobando exhaustivamente
todos los posibles caminos. El de la figura 5.41¢) se deja como pasatiempo.

Aunque parece similar al del circuito de Euler, la complejidad implicita del problema
del ciclo de Hamilton resulta muchisimo mayor. Mientras que el circuito de Euler se puede
resolver aplicando varias busquedas en profundidad, para el ciclo de Hamilton no se conoce
ningin algoritmo capaz de resolverlo en un tiempo polinomial'*. Se encuentra dentro de
los problemas NP.

La solucién para este problema consistiria en encontrar todos los posibles caminos
simples, comprobando si alguno de ellos es un ciclo hamiltoniano. Si el grafo es completo,
el nimero de caminos simples distintos serfa un (n — 1)!. Para reducir el tiempo, podemos
disenar algiun algoritmo heuristico. Por ejemplo, podemos aplicar una btsqueda en pro-
fundidad en la cual de todos los adyacentes a un nodo se visitan primero los que tengan

L0 cual, como veremos en el tltimo capitulo, no quiere decir que no exista.
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a) b) C)
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Figura 5.41: Problema del ciclo hamiltoniano. a) Grafo con un ciclo hamiltoniano. b)
Grafo que no posee ningun ciclo de Hamilton. ¢) ;Existe algin ciclo hamiltoniano?

menor grado. Si lo aplicamos sobre el grafo de la figura 5.41a), encontramos la solucién.
Empezando por el 1, nos vamos al 5 (grado 3), luego al 2, 3, 7, 6, 4 y cerramos el ciclo.
Pero este algoritmo no siempre garantiza la solucion. Y si no la encuentra puede que exista
o puede que no, como ocurre con el grafo de la figura 5.41c).

5.8.2. Problema del viajante

El problema del viajante, también conocido como problema del agente via-
jero, es uno de los mas recurridos en las aplicaciones que utilizan grafos para representar
caminos con costes asociados!®. La formulacién del problema es la siguiente: dado un
grafo no dirigido, completo y con pesos, GG, encontrar el ciclo simple de coste minimo que
recorra todos los nodos.

El ciclo al que se refiere el problema seria un ciclo hamiltoniano. Pero la dificultad
ahora no esta en determinar si existe o no ese ciclo —ya que, al ser completo, trivialmente
se sabe que existird siempre— sino en encontrar el que tenga menor coste de todos ellos.
En la figura 5.42a) se muestra un grafo de ejemplo, y en la 5.42b) se muestra una posible
solucion. {Es la soluciéon optima?

Las aristas del grafo pueden tener coste +o0o. Asi que decir que el grafo debe ser
completo es solo una forma de interpretar los datos: si el grafo no es completo, las aristas
faltantes son consideradas con coste +o00.

Ejemplo 5.11 El problema del viajante esta subyacente en aplicaciones de tipo “reparto
de mercancias”. Por ejemplo, un camionero distribuye pimientos murcianos por toda la
region. Tiene que pasar por varios supermercados, n, pero el orden le es indiferente. Eso
si, el camion debe volver al mismo sitio de donde salié. Cada camino necesita un tiempo
determinado. El objetivo es planificar la ruta que tiene que seguir, de forma que el tiempo
total sea el menor.

La equivalencia con el problema del viajante es inmediata: los n supermercados son
los nodos del grafo; los caminos son las aristas, siendo el tiempo el peso de las mismas; y

5 ’ . ’ . .
15 Ademas de los problemas de caminos minimos vistos en el apartado 5.5, claro.
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Figura 5.42: Problema del viajante. a) Grafo no dirigido completo y con pesos. b) Posible
solucién al problema.

el objetivo buscado es el menor ciclo simple que visita todos los nodos.

Teniendo en cuenta que existen (n — 1)! posibles ciclos simples, un algoritmo 6pti-
mo sencillo estaria en un orden de complejidad factorial. Se han desarrollado numerosas
técnicas heuristicas para abordar este problema, como algoritmos voraces, bisqueda local,
algoritmos genéticos e incluso computacién con ADN. Pero ninguno de ellos garantiza que
se obtenga el éptimo, o que la soluciéon obtenida sea proxima a la éptima.

Igual que para el problema del ciclo hamiltoniano, no se conoce ningin algoritmo
eficiente que lo resuelva de forma éptima. Es mas, se puede demostrar que ambos pro-
blemas son equivalentes. La equivalencia se obtiene viendo que es posible transformar un
problema en el otro y viceversa. Por ejemplo, para resolver el problema del ciclo hamil-
toniano en un grafo no dirigido G = (V, A), podemos considerar el grafo G' = (V, A", W),
donde A’ contiene todas las aristas posibles, y W(v,w) = 1 si la arista (v,w) € Ay
W (v, w) = +00 en caso contrario. Si resolvemos el problema del viajante en G’, entonces
existird un ciclo hamiltoniano siempre que el coste sea menor que +oo.

5.8.3. Coloracién de grafos

En los problemas de coloracién de grafos, las aristas no representan caminos sino
incompatibilidades. Los nodos representan cierto tipo de objeto y existe una arista (v, w)
entre dos nodos si los objetos v y w son incompatibles. La coloracién de un grafo consiste
en asignar un color o etiqueta a cada nodo, de forma que dos nodos incompatibles no
tengan el mismo color. Formalmente se puede definir de la siguiente manera.

Definicién 5.19 Dado un grafo G = (V, A) no dirigido, una coloracién del grafo es
una funcién C': V' — N, tal que si (v, w) € A entonces C(v) # C(w).

El problema de la coloracion de grafos consiste en: dado un grafo no dirigido,
encontrar una coloraciéon del mismo utilizando el minimo nimero de colores distintos. En
la figura 5.43 se muestra un ejemplo del problema. Las figuras 5.43b) y 5.43¢) son dos
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Figura 5.43: Problema de coloracién de grafos. a) Grafo no dirigido del problema. b)
Coloracién usando 5 colores. ¢) Coloracién usando 3 colores.

posibles coloraciones del grafo. La coloracién de la figura 5.43c) utiliza menos colores, y
se puede comprobar que es la solucion 6ptima de este ejemplo.

El problema de coloracion de grafos es también un problema NP. La solucién con-
sistiria en comprobar todas las posibles coloraciones y quedarnos con la que use menos
colores.

Ejemplo 5.12 En un mapa geopolitico aparecen dibujadas distintas regiones, cada una
de las cuales es fronteriza con otras regiones. Queremos rellenar de color las regiones
del mapa, de forma que dos regiones fronterizas no tengan el mismo color. Para ahorrar
costes de produccidn, la editorial pide que se use el minimo nimero de colores distintos.
..Cuantos colores diferentes necesitamos, como minimo, para colorear el mapa?

El problema puede ser modelado usando grafos. Cada region del mapa se correspon-
derd con un nodo del grafo. Habra una arista entre dos nodos si las regiones asociadas
son fronterizas. En la figura 5.44 aparece un ejemplo de transformacién de un problema
de mapas a un problema de grafos.

Esta claro que el resultado del problema serd la coloracion minima del grafo. Los
grafos que surgen en este tipo de aplicacién son llamados grafos planos. Un grafo se dice
que es plano si se puede dibujar en papel sin que se crucen las aristas. Esta demostrado
que cualquier grafo plano puede dibujarse usando como maximo cuatro colores. Pero para
los grafos no planos el nimero de colores depende del caso.

5.8.4. Isomorfismo de grafos

El isomorfismo de grafos es una generalizacion de la igualdad entre dos grafos.
Por definicién, dados dos grafos Gy F, se dice que son iguales cuando V(G) = V(F)
y A(G) = A(F). Pero lo que normalmente interesa no es la comparacién de grafos en
igualdad, sino conocer si los grafos tienen una estructura equivalente. Esto es lo que
llamamos isomorfismo.
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MORDOR

Figura 5.44: Problema de coloracién de un mapa. a) Mapa de la Tierra Media. b) Trans-
formacién a un problema de grafos.

Definicion 5.20 Dados dos grafos Gy F', un isomorfismo entre grafos es una asig-
nacién de los vértices de V(G) con los vértices de V(F') tal que se respetan las aristas.
Es decir, es una funcién biyectiva: f : V(G) — V(F), tal que para todo v,w € V(G),
(v,w) € A(G) & (f(v), f(w)) € A(F).

Dos grafos se dice que son isomorfos si existe un isomorfismo entre ellos. Por
ejemplo, entre los grafos de la figura 5.45 existen varios posibles isomorfismos. Uno de ello
podria ser la asignacién: 1 — b; 2 —a; 3—d; 4 —e; b—c¢;, 6 —>g;, 7T— f.

b)
b e
A d
A 9

Figura 5.45: Problema del isomorfismo de grafos. a),b) Dos grafos no dirigidos isomorfos.

Nuevamente, el isomorfismo de grafos es un problema NP. La solucién consistiria
en ir comprobando todas las posibles asignaciones, hasta encontrar alguna vélida. Esto
requeriria un orden de tipo factorial. Si el grafo es etiquetado, entonces la asignacion
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deberia respetar también los pesos o etiquetas de las aristas. En ciertas aplicaciones, puede
surgir el problema del subisomorfismo de grafos. Intuitivamente, el subisomorfismo es la
mayor asignacién posible entre los nodos de los dos grafos, que respete las aristas. Vamos
a ver un ejemplo.

Ejemplo 5.13 Una aplicacién de visién artificial analiza una imagen y debe interpretar
qué es lo que esta viendo. Su mundo se reduce a un conjunto de p poliedros, de cada uno de
los cuales posee un modelo. El problema es: dada una imagen decir dénde se encuentran
los objetos.

Para resolverlo creamos un grafo a partir de la imagen, donde los vértices son puntos
del dibujo y las aristas del grafo son lineas del dibujo. En la figura 5.46 se muestra un
ejemplo con dos modelos de poliedros (figuras 5.46a) y b) y una escena para localizar los
modelos (figura 5.46¢). ;Cémo resolver el problema algoritmicamente?

a) Cubo ¢) Escena observada

90?0
oo
®

b) Tienda
e.a
S5

Figura 5.46: Aplicacién del isomorfismo de grafos. a),b) Modelos de grafo asociados a dos
poliedros. ¢) Grafo extraido de un dibujo de lineas.

En primer lugar, podriamos separar el grafo del dibujo en sus componentes conexos.
Idealmente, cada componente deberia ser isomorfo a algtin grafo del modelo. Pero, puesto
que puede haber ruido, imperfecciones o solapamientos, lo que tenemos realmente es un
problema de subisomorfismo. Por ejemplo, de los tres componente de la figura 5.46¢), en
uno de ellos podemos encontrar un isomorfismo con la figura denominada Tienda, en otro
encontramos dos subisomorfismos con Tienda y con Cubo, y en el tercero no hay ningtin
isomorfismo adecuado.

Ejercicios resueltos

Ejercicio 5.1 El grafo de la figura 5.47 representa una red de ordenadores, con enlaces
entre los mismos. Todos ellos se pueden comunicar entre si, directamente o a través de
otros. Encontrar los ordenadores criticos, es decir los que no pueden fallar para que todos
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