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= Suponiendo que el valor D;_; de la permutacién tiene una representacion bina-
ria (dy,ds,...,d,), el siguiente valor D; viene dado por: si d; = 0 entonces D; =
(do,ds, . ..,d,,0); en otro caso D; = (dy,ds, . ..,d,,0) XOR K.

Por ejemplo, para B = 8 podemos tomar K = 5 y empezando con D; = 1 tenemos
la siguiente permutacion.

D, D, D3 Dy Ds Dg Dy

001 010 100 000 010 110 110
@101 | ®101 | 101
=101 | =111 | =011
1 2 4 5 7 3 6

De nuevo, esta funcion de redispersion tiene el inconveniente de producir las mismas
secuencias de busqueda para los elementos sinénimos, ya que la permutacién es prefija-
da de antemano. Una alternativa podria ser utilizar distintos valores iniciales para los
sinénimos. De esta forma, tenemos que el valor inicial D; deberia depender de la clave,
por ejemplo D;(x) = x mod (B — 1)+ 1. Los siguientes valores serian calculados segun el
algoritmo anterior.

Redispersién con saltos de tamano variable

Basdndonos en la idea de la redispersion con saltos de tamano C', podemos definir
una funcién similar pero utilizando tamanos de paso distintos para valores de clave dis-
tintas. Los tamanos de paso validos deberian ser primos respecto al tamano de la tabla
B. Si B es un nimero primo, cualquier C entre 1 y B —1 sera véalido. Con esto, la funciéon
de redispersién seria:

hi(x) = (h(z) +iC(x)) mod B

Donde C(x) es una funcién cualquiera —al estilo de la funcién de dispersién— que
devuelve un valor en el intervalo: (1,..., B — 1). Por este motivo, esta técnica se suele
conocer también como dispersion doble. Por ejemplo, una funcién valida podria ser
C(z) =1+ (2*/D + Ex) mod (B — 1).

Eligiendo C(z) de forma adecuada, podemos conseguir que los sinénimos produzcan
secuencias de busqueda distintas, resolviendo asi el problema del agrupamiento.

3.3. Combinando estructuras de datos

Hasta ahora hemos estudiado las estructuras de datos como realizaciones en memoria
de un tipo abstracto de datos. En la practica, al disenar una estructura, tenemos en
cuenta cuestiones de eficiencia que son obviadas en el estudio del tipo abstracto. En
una aplicacién real necesitaremos, posiblemente, hacer adaptaciones de las estructuras
estudiadas e incluso combinar varias de ellas en lo que podriamos llamar una estructura
maultiple. Pero, jpor qué iba a ser necesario combinar dos estructuras para los mismos
datos? Y jcémo hacer la combinacién?

La eficiencia de una estructura de datos es un concepto relativo: la eficiencia se mide
en funcion de las operaciones que se vayan a utilizar sobre esa estructura. Una estructura
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puede resultar eficiente para cierto tipo de operaciones pero muy ineficiente para otro tipo.
Por ejemplo, hemos visto que las tablas de dispersion son muy eficientes para acceder a
cierto elemento de forma directa segtin su clave. Pero ;y si queremos acceder de forma
ordenada, por ejemplo buscar el maximo o el minimo? O jcémo podriamos implementar
una operacion que acceda por un atributo que no sea la clave? Deberiamos acceder a
todas las cubetas de la tabla, ver si estan ocupadas o no, y en caso de estarlo comprobar
el elemento y actuar de forma adecuada. En definitiva, resultarian muy ineficientes para
ese tipo de operaciones.

3.3.1. Estructuras de datos miiltiples

Si sobre unos mismos datos necesitamos distintos tipos de operaciones, entonces
posiblemente no exista una estructura que nos proporcione eficiencia para todas ellas.
En ese caso, puede ser adecuado combinar varias estructuras —que referencien a los mis-
mos datos— cada una de las cuales nos proporciona un acceso rapido para cierto tipo de
operaciones.

Supongamos, por ejemplo, que en una aplicacion de gestién empresarial almacena-
mos informacion sobre los empleados. En concreto, tenemos el nombre de cada empleado,
su direccién, sueldo, DNI y teléfono (o teléfonos, si tiene mas de uno). Las operaciones
que mas se van a utilizar seran las siguientes:

A) Dado un DNI (A1), un nombre (A2) o un teléfono (A3), devolver todos los datos
del empleado correspondiente.

B) Insertar (B1), eliminar (B2) o modificar (B3) un empleado, accediendo por
nimero de DNI.

C) Listar los empleados por sueldo (C1) o por nimero de DNI (C2).

Para almacenar los datos relativos a un empleado podemos utilizar un tipo de datos
Empleado, definido del siguiente modo:

tipo

Empleado = registro
Nombre: cadena
Direccion: cadena
DNI: entero
Telefonos: Lista[entero]
Sueldo: entero

finregistro

Pero, realmente el problema no es cémo representar un empleado, sino cémo alma-
cenar el conjunto de todos los empleados de forma que todas las operaciones anteriores
se puedan realizar de forma eficiente; es decir, cémo representar los datos.

Distintas estructuras de representacion

Analicemos distintas posibles estructuras de representacién para el problema.

= Para facilitar las operaciones de tipo (C1) serfa interesante almacenar los registros de
empleados en una lista ListaSueldos: Lista[Empleado], ordenada por valor del campo
Sueldo. El listado de los empleados por orden de sueldo se puede hacer facilmente
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recorriendo esta lista. Pero ahora, jqué pasa con las operaciones (A), (B) y (C2),
de consulta por DNI, nombre o nimero de teléfono? Por ejemplo, para la (A2)
tendriamos que recorrer toda la lista hasta encontrar un elemento cuyo valor del
campo Nombre coincida con el buscado. Si tenemos n empleados, necesitariamos un
O(n) en el caso promedio. Pero, es mds, para la operaciéon de consulta por nimero
de teléfono, (A3), ademds de recorrer toda la lista deberfamos consultar la lista
Telefonos dentro de cada empleado. El tiempo de ejecucion seria un O(n r), siendo
r el nimero promedio de teléfonos por empleado. La representacion es, por lo tanto,
adecuada para un tipo de operacién pero ineficiente para los demas.

= Para facilitar las operaciones de consulta por nombre, seria mas conveniente tener
una tabla de dispersion donde las claves fueran los nombres y los valores fueran de
tipo Empleado, por ejemplo HashNombre: TablaHash[cadena, Empleado]. La consulta
por nombre seria muy rapida; usando un nimero de cubetas B ~ n podriamos
alcanzar un O(1) para esas operaciones. Pero, ;qué ocurre ahora para la consulta
por teléfono, por DNI o listar segiin el sueldo? Los teléfonos y los sueldos de los
empleados estan almacenados en la tabla, pero intentar acceder por ellos resultaria
muy costoso. Por ejemplo, si usamos dispersion cerrada, deberiamos recorrer todas
las cubetas, comprobando las que no estan vacias, y recorrer sus listas de teléfonos.
El orden de complejidad seria un O(B 4+ n r), con B > n.

= Para solucionar el problema anterior, podriamos usar una tabla de dispersion abier-
ta HashTelefonos: TablaHash[entero, Empleado] donde las claves fueran nimeros de
teléfono y los valores de tipo Empleado. Usando ahora una tabla de tamano B ~ n
conseguiriamos implementar la operacién de tipo (A3) de forma muy eficiente, en
un O(r) en promedio. Pero para todas las demés operaciones deberiamos recorrer
la tabla completamente. Por ejemplo, para la operacién de consulta por DNI ten-
driamos que recorrer toda la tabla y buscar un registro con ese DNI. El tiempo de
ejecucion seria un O(B + n r). Ademads, si un empleado tiene mas de un teléfono,
se estaria repitiendo informacién en la tabla.

= Por otro lado, si consideramos las operaciones (Al) y (B), de consulta por DNI,
lo mas conveniente seria usar una estructura de datos que nos permita acceder
rapidamente por DNI, como una tabla de dispersion. El inconveniente ahora es la
operacién (C2) para listar ordenadamente los DNI. Ya hemos visto que las tablas
de dispersion resultan muy ineficientes para este tipo de operaciones. Una buena
solucién seria utilizar un arbol binario de busqueda, ArbolDNI, que dado un conjunto
de n datos nos proporciona un tiempo O(log n) para la bisqueda directa y O(n) para
el listado ordenado (con un recorrido en in-orden). Pero, nuevamente, optimizar las
operaciones que acceden por DNI implica hacer més costosas las operaciones que
acceden por otros campos.

Estructura de datos combinada

Esta claro que ninguna estructura por separado nos proporciona una buena solucion
para todos los tipos de operaciones. Cada una estd orientada a optimizar cierta clase
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de operaciones. La cuestion es jseria posible aprovechar lo mejor de cada una de ellas,
consiguiendo eficiencia en todas las operaciones? La respuesta es que si; la solucién consiste
basicamente en utilizar al mismo tiempo todas las estructuras antes propuestas, haciendo
que referencien al mismo conjunto de datos. Es decir, tenemos un mismo conjunto de
datos almacenados, pero diferentes estructuras de acceso a los mismos. Esta idea da lugar
a lo que se conoce como estructuras de datos multiples. En nuestro caso, la estructura
seria como la mostrada en la figura 3.6.

Para no duplicar informacién, tanto la lista como las tablas de dispersion y el arbol
deberian contener punteros o referencias a registros de tipo Empleado. De esta forma, estos
datos no estan repetidos, sino que cada empleado se almacena en memoria una sola vez.
La definicion de los tipos seria la siguiente:

tipo
Empleados = registro
ListaSueldos: Lista[Puntero[Empleado]]
HashNombres: TablaHash[cadena, Puntero[Empleado]]
HashTelefonos: TablaHash[entero, Puntero[Empleado]]
ArbolDNI: ArbolBinarioBusquedalentero, Puntero[Empleado]]
finregistro

HashTelefonos

01 2 B.-1
ol elelalrl ]
HashNombres pY VN
— \— ArbolDNI
F el EMPLEADOS
2 g Nombre: cadena
—1 S Direccién: cadena
d v DNI: entero
Telefonos: Lista[entero]
— Sueldo: entero
S
Bo1| o

Figura 3.6: Ejemplo de estructura de datos miltiple. Varias estructuras referencian al
mismo conjunto de datos almacenados.

A continuacion analizamos céomo seria la implementacion de las operaciones enu-
meradas anteriormente. Suponemos que la estructura almacena n empleados, y cada uno
tiene en promedio r numeros de teléfono.

(A1) Consultar por DNI. Buscar el niimero de DNI en el drbol ArbolDNI, y devolver
el puntero del empleado correspondiente. El tiempo de ejecucién seria un O(logn).
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(A2) Consultar por nombre. Buscar el nombre en la tabla HashNombres, y devolver
el puntero del empleado correspondiente. El tiempo promedio seria un O(1).

(A3) Consultar por teléfono. Buscar el teléfono en la tabla HashTelefonos, y devolver el
puntero del empleado correspondiente. El tiempo de ejecucion seria un O(r), suponiendo
que By =~ n.

(B1) Insertar un empleado por DNI. En este caso, la insercién implica hacer cuatro
inserciones independientes en las cuatro estructuras, con lo que el tiempo viene dado por
el tiempo de la méas costosa. Deberfamos hacer 1 inserciéon en HashNombres, con un O(1),
r inserciones en HashTelefonos, con O(r) cada una, 1 insercién en ArbolDNI, con O(logn),
y 1 insercién en ListaSueldos, con O(n).

(B2) Eliminar un empleado por DNI. Seria necesario eliminar en las cuatro estruc-
turas, de forma independiente. Para ello, en primer lugar deberiamos acceder a ArbolDNI
y obtener los datos del empleado a eliminar. Igual que antes, el tiempo lo determina el
tiempo de la eliminaciéon més costosa, que seria la eliminacién en ListaSueldos, con un
O(n).

(B3) Modificar un empleado por DNI. La modificacién serfa equivalente a hacer
una eliminacién y una insercién, con la ventaja de que si un campo no se modifica, nos
podemos ahorrar las operaciones correspondientes. Como en el caso anterior, lo primero
seria acceder a ArbolDNI, obtener los datos del empleado y comprobar los que se modifican.
Si se modifica el nombre tendriamos un O(logn), si se modifican los teléfonos un O(log n+
r?), y si es el sueldo (o todos los campos) un O(n).

(C1) Listar ordenadamente por sueldo. El listado se podria hacer facilmente re-
corriendo la lista ListaSueldos, y devolviendo los datos de los empleados apuntados. El
tiempo de ejecucion seria un O(n).

(C2) Listar ordenadamente por DNI. Como ya hemos mencionado, la ordenacién se
puede conseguir con un recorrido en in-orden del arbol binario ArbolDNI. El tiempo de
ejecucién serfa un O(n).

En definitiva, este tipo de estructuras son lo que se conoce como estructuras de
datos duales (cuando se combinan dos estructuras) o miiltiples (cuando se combinan
mas de dos). La ventaja de este tipo de representaciones —si estan bien disenadas— es que
se incrementa la eficiencia de las operaciones en las aplicaciones que requieran distintos
modos de acceso. En el mejor caso, la estructura combinada ofrece lo mejor de cada
estructura individual. No obstante, es necesario cuidar el diseno ya que podria ocurrir
también todo lo contrario, que la estructura combinada tenga lo peor de cada estructura,
resultando muy ineficiente.

En cualquier caso, la estructura multiple implica una duplicacién de informacion,
por lo que siempre ocupard mas memoria que cada estructura por separado. Ademas,
es necesario mantener la coherencia de los datos almacenados. Como hemos visto, esto
afecta particularmente a las operaciones de insercién, modificacion o eliminacién, que
deben trabajar a la vez sobre todas las estructuras, actualizandolas de manera adecuada.

En conclusion, del concepto de estructura de datos se pueden diferenciar dos ideas
distintas, aunque normalmente aparecen asociadas: la estructura de los datos almacenados
y las estructuras de acceso a esos datos. Sobre un mismo conjunto de datos almacenados
podemos tener distintas estructuras de acceso, cada una de las cuales ofrece un acceso
adecuado a cierto tipo de operaciones.



3.3. Combinando estructuras de datos 109

3.3.2. La relacion muchos a muchos

Ya hemos visto el interés de definir estructuras de datos duales o miltiples, en ciertas
aplicaciones. Un tipo especialmente 1til son las estructuras de listas multiples, como por
ejemplo las que surgen para representar relaciones muchos a muchos.

En el entorno de las bases de datos y los sistemas de informacién, al estudiar los
datos manejados por un sistema se suele distinguir entre objetos, o entidades, y relaciones
entre los anteriores. Por ejemplo, en la base de datos de la universidad podemos tener
los objetos: estudiante, profesor y asignatura; y las relaciones: estudiante con asignatura,
profesor con asignatura, asignatura con asignatura, etc. Las relaciones son siempre entre
dos tipos de objetos. A su vez, dentro de estas relaciones distinguimos varias clases segin
el nimero de elementos que pueden estar relacionados. Una relacién puede ser: uno a uno,
uno a muchos o muchos a muchos. Supongamos que los tipos relacionados son A y B.

= En la relacién uno a uno, un objeto de tipo A estd relacionado con un y sélo un
objeto de tipo B, y viceversa. Por ejemplo, un profesor (o un estudiante) tiene un
DNI, y un DNI es exclusivo de un profesor (o un estudiante).

= En la relacién uno a muchos, un objeto de tipo A puede estar relacionado con
muchos objetos de tipo B, pero el B sélo esta relacionado con uno de tipo A. Por
ejemplo, la relacién entre profesor y asignatura (que podemos llamar “imparte”) es
una relaciéon uno a muchos; una asignatura la imparte un sélo profesor (suponga-
mos), pero un profesor puede impartir muchas asignaturas.

= En la relacién muchos a muchos, un objeto A puede estar relacionado con muchos
objetos B, y viceversa. Por ejemplo, las matriculas se pueden considerar como rela-
ciones entre estudiantes y asignaturas. Un estudiante estd matriculado en muchas
asignaturas y una asignatura recibe las matriculas de muchos estudiantes. Por lo
tanto, las matriculas son relaciones muchos a muchos.

En la figura 3.7 se muestra un ejemplo concreto de la relaciéon matricula, entre
estudiantes y asignaturas. Nuestro interés es disenar una estructura de datos adecuada
a este problema. Buscamos una representacion que nos proporcione un acceso eficiente a
las matriculas, y al mismo tiempo haciendo un uso razonable de la memoria.

Matriculas / Notas Asignaturas

» | Id Nombre 1 | Algebra | 2 | Fisica | 3 | AAED
Q ;

g 1 Agapito 5

s | 2 Lucas 7 8

% 3 Jhonny 3 4

w | g4 Pepita 7

Figura 3.7: Ejemplo de la relacién muchos a muchos matricula. Un estudiante esta matri-
culado en muchas asignaturas y una asignatura recibe matriculas de muchos estudiantes.

Utilizando las mismas ideas bésicas vistas en representaciéon de conjuntos, llegamos
a las dos soluciones directas al problema de las relaciones muchos a muchos: utilizar un
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array bidimensional, o matriz, o bien una estructura de listas. En cierto sentido, ambas
ideas corresponden a dos estrategias de representacién opuestas: representacion estatica
y contigua en memoria, o representacién dinamica y enlazada.

Representacion mediante matrices

Supongamos que de cada asignatura y estudiante almacenamos el nombre y un
identificador, y para cada matricula tenemos la nota, almacenada como un entero. La
definicion de los tipos serfa la siguiente:

tipo

Estudiante = registro
nombre: cadena
id: entero

finregistro

Asignatura = registro
nombre: cadena
id: entero

finregistro

Nota = entero

Para simplificar, consideramos que los identificadores de los estudiantes van de 1 a
n, y las asignaturas de 1 a m, de manera que se pueden almacenar ambos en sendos arrays.
En caso contrario (por ejemplo, si los identificadores de los estudiantes son nimeros de
DNI), se podrian usar tablas de dispersién, utilizando los identificadores como claves.

Estudiantes: array [1..n] de Estudiante

Asignaturas: array [1..m] de Asignatura

La forma mas sencilla de representar una relaciéon muchos a muchos es mediante un
simple array bidimensional de matriculas. El tamano de cada dimensién corresponde al
nimero de objetos de cada uno de los dos tipos relacionados. En el caso de la relacion
matricula tendremos.

tipo
Matriculas = array [1..n, 1..m| de Nota

Si M es de tipo Matriculas, cada posicién MT[i, j| de la matriz indica la nota del
alumno ¢ en la asignatura j, para cada ¢ = 1..n y 5 = 1..m. Podemos usar el valor 0, o
algiin otro valor especial, en caso de no estar matriculado. En la figura 3.8 se muestra
graficamente la disposicién en memoria de los datos usando esta representacion.

Estudiantes Asignaturas Matriculas
nombre | id nombre | id 1 2 3
1 | Agapito | 1 1 | Algebra| 1 1 5
2 Lucas 2 2 Fisica 2 2 7 8
3 | Jhonny | 3 3 AAED 3 3 3 4
4 Pepita | 4 4 7

Figura 3.8: Representacion de la relacién muchos a muchos matricula, usando matrices.
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Las operaciones de insercion, eliminacion o consulta de una matricula, dado un iden-
tificador de asignatura y de estudiante, son inmediatas. Las tres se consiguen facilmente
en un O(1). Las operaciones de listar los estudiantes matriculados en una asignaturas
7, o las asignaturas en las que estd matriculado un estudiante i, se realizan mediante
un simple recorrido de la columna o fila correspondiente. Por ejemplo, en el primer caso
comprobariamos todos los M[s, j|, para s = 1..n, listando los que tengan valor no nulo. El
orden de complejidad seria claramente un O(n). De forma similar, para el segundo caso
el orden serfa un O(m).

En cuanto al uso de memoria, nos encontramos con una limitacién propia de las
representaciones mediante arrays: es necesario conocer el tamano que tendran los datos
almacenados. Si no lo conocemos a priori, debemos usar un tamano suficientemente grande
para permitir que se anadan nuevos estudiantes o asignaturas. Pero si el tamano es grande,
estaremos desperdiciando memoria.

Es maés, puede que estemos desperdiciando memoria aun conociendo el niimero de
asignaturas y estudiantes. Esta claro que si cada entero ocupa k; bytes, la memoria ocupa-
da sera n m ky bytes. ;Es mucho o poco? Supongamos la Universidad de Murcia, que tiene
unos 30.000 estudiantes y, digamos, unas 2.000 asignaturas. Ademas, como queremos ten-
er informacién de la nota de cada estudiante, la convocatoria en la que esta matriculado,
etc., los valores del array seran registros que ocupan 4 bytes. La memoria necesaria seria:
30.000%2.000*4 bytes = 240 Mbytes. Realmente no es mucho para toda la universidad,
pero jcudl es el problema? Normalmente un estudiante no estara matriculado en mas de
60 asignaturas. Si representamos sélo las asignaturas en las que un estudiante estd ma-
triculado usarfamos: 30.000%*60*4 bytes = 7,2 Mbytes. Eso quiere decir que jel 97 % de
la matriz estard sin utilizar! De toda la memoria reservada sélo usamos el 3 %. Esto es
lo que se conoce como una matriz dispersa o escasa, donde la mayoria de las posiciones
tienen valor nulo (o cero, en aplicaciones matemadticas).

Representacion mediante listas

Para evitar el desperdicio de memoria, se puede utilizar una representacion dinamica
mediante listas, en las cuales s6lo se almacenan las matriculas que realmente existan.
En principio, podemos elegir entre tres posibilidades distintas: una sola lista con todas
las matriculas, una lista para cada estudiante con sus matriculas o una lista para cada
asignatura con sus matriculas.

tipo

Mat; = registro
id_est: entero
id_asign: entero
nota: Nota

finregistro

Matriculas; = Lista[Mat;] // Una lista con todas las matriculas

Mat, = registro
id_asign: entero
nota: Nota

finregistro
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Matriculas, = array [1..n] de Lista[Maty] // Una lista por estudiante
Mats = registro
id_est: entero
nota: Nota
finregistro
Matriculas; = array [1..m| de Lista[Mats] // Una lista por asignatura
En la figura 3.9 se muestra la estructura correspondiente a estas tres posibles repre-
sentaciones, para el ejemplo del apartado anterior.

Matriculas; 55 8
= = C
(1lafsfeg>2]1|7][eg>2][2]8]y]

v
(3f2lsleg>{afsfa]eg>iaf2][7]e]

5

0
Matriculas, 2"3
1| o> 1[5 o]
2 | o> 1 [ 7| et 2[8]e]
3| o> 2|3 | ef>[3][4a]e]
4| 1> 2] 7] ]

v,
Matriculass 3%
1| el—>{1[5] et w[2[7]0e]
2 2 s [ F>[s]s[ (a7 "]
3 | *T>3[4]¢e]

Figura 3.9: Representacion de la relacién muchos a muchos matricula, usando listas sim-
ples. Arriba: usando una sola lista de matriculas. Centro: usando una lista de matriculas
por estudiante. Abajo: usando una lista de matriculas por asignatura.

Respecto a la representacion con matrices tenemos que, por un lado, se almacenan
menos matriculas —inicamente las existentes—, pero por otro lado se utiliza méas memoria
en las listas, en los punteros y los identificadores adecuados. Si suponemos n estudiantes,
m asignaturas, t matriculas, k; bytes por entero y ko bytes por puntero, en la primera
estructura cada registro Mat; ocupa 3k; bytes. Cada celda de la lista contiene, ademas,
un puntero por lo que ocuparia 3k; + ko bytes. En total, la lista Matriculas; ocuparia
t(3k1 + ko) bytes. S6lo depende del niimero de matriculas, no del nimero de estudiantes
o asignaturas.

En las otras dos estructuras, los registros Mat, y Mats ocupan 2k; bytes. La memo-
ria utilizada por Matriculas, y Matriculass serfa ¢(2k; + ko) bytes en las listas, mas lo
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correspondiente a los arrays: n ke y m ko bytes, respectivamente. Se puede razonar sobre
la obtencion de estos valores observando la representacion de la figura 3.9.

Por ejemplo, considerando los valores del anterior apartado, y enteros y punteros
de 4 bytes, la memoria ocupada de las tres representaciones de listas seria 28,8 Mbytes,
21,72 Mbytes y 21,6 Mbytes respectivamente, unas 10 veces menos que con matrices.

El problema es ahora el alto tiempo de ejecucion de las operaciones. Con la primera
posibilidad, cualquier simple operacién de consulta o eliminacion de una matricula implica
recorrer toda la lista, dando lugar a un O(t). Con la segunda, cada lista tendra de media
t/n elementos. Consultar una matricula concreta, dado un identificador de estudiante y
de asignatura, requiere un tiempo O(t/n), el mismo que para listar todas las matriculas
de un estudiante. Sin embargo, si queremos consultar los alumnos matriculados en una
asignatura tendremos que recorrer todas las listas, consumiendo un O(t + n).

Algo parecido pasa con la tercera estructura. Consultar los estudiantes de una asig-
natura es rapido, pero para saber las asignaturas de un estudiante dado tenemos que
recorrer todas las listas.

3.3.3. Estructuras de listas multiples

Ya hemos visto que la utilizacién de listas es la 1inica opcion viable —en cuanto a
uso de memoria— para la representacion de matrices escasas, como las que aparecen en las
relaciones muchos a muchos. Pero hemos visto también que el uso de listas implica una
reduccién de la eficiencia de las operaciones.

En el ejemplo de las matriculas de estudiantes en asignaturas, las operaciones nece-
sarias son del tipo: insertar, eliminar o consultar una matricula, listar las matriculas de
un estudiante y listar las matriculas de una asignatura. Si usamos listas de matriculas
para cada estudiante, la consulta de matriculas para una asignatura se hace ineficiente,
y lo contrario ocurre si las listas son por asignatura. ;Cudl es la soluciéon? Usando la
idea de las estructuras duales, podemos combinar los dos tipos de listas anteriores en una
estructura de listas multiples donde cada matricula pertenezca a la vez a dos listas: la
lista de las demas matriculas de ese estudiante y la lista de las restantes matriculas de
esa asignatura.

En general, una estructura de listas miltiples es una coleccion de celdas en la que
algunas de ellas pueden pertenecer a mas de una lista a la vez. En nuestro caso tenemos:

= Los elementos de la estructura pueden ser de tres tipos distintos: estudiante, asig-
natura o matricula.

= Los registros de estudiantes forman una lista y los de asignaturas otra. Ademsés,
cada registro de estudiante apunta al primer elemento de la lista de matriculas de
ese estudiante, y cada asignatura apunta al primer elemento de la lista de matriculas
en esa asignatura.

= Cada elemento de matricula, que relaciona un estudiante e con una asignatura a,
pertenecen al mismo tiempo a dos listas: lista de matriculas del estudiante e y lista de
matriculas de la asignatura a. Estas listas son circulares, es decir la iltima matricula
de un estudiante (o asignatura) apunta al registro de estudiante (o asignatura)
correspondiente.
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Para definir el tipo de datos podemos utilizar registros con variantes. El tipo enu-
merado clase_registro indica el tipo de registro en la estructura de listas multiples. Segin
esa clase, las variables de tipo tipo_registro tendran unos u otros atributos.
tipo

clase_registro = enumerado (estudiante, asignatura, matricula)
tipo_registro = registro
segun clase: clase_registro
estudiante: (id: entero; nombre: cadena; pri_mat, sig_est: Puntero[tipo_registro])
asignatura: (id: entero; nombre: cadena; pri_mat, sig_asi: Puntero[tipo_registro])
matricula: (nota: Nota; sig_est, sig_asi: Puntero[tipo_registro])
finsegiin
finregistro

En la figura 3.10 se muestra graficamente la disposicion en memoria de los registros

en la estructura de listas multiples.

| 1 [ Algebra [¢|et—>{ 2 [ Fisica [¢]|e}—>{ 3 [ AAED [g]e]
F N F N
A v
(1 [ Agaptto [¢[sH+ ¢ [ 5 [«
i v v
2] Lucas [e|e+> ¢ [ 7 | «—1» o | 8 | 0?
v v v
3 Jhorny [3]+] g5 e—blg[al P
o v
(4] peptta [o]+] EARAR="
Clase de registro: U
estudiante asignatura matricula
|3 ftucas [ | | [2]Fisica|] [ | [¢][5] o4
id nombre  sig_ pri_ id nombre pri_ sig_ ¥ nota sig_
est mat mat asi sig_asi est

Figura 3.10: Representacion de la relacion muchos a muchos matricula, usando listas
multiples. Se muestra abajo el significado de cada campo para cada uno de los tres tipos
de registro.

Implementacion de las operaciones

Supongamos que las operaciones de consulta o manipulacién de matriculas reciben
como pardmetros punteros a los registros de estudiante o asignatura correspondientes®.
Para buscar la matricula asociada a un estudiante e en una asignatura a deberiamos
recorrer las matriculas del estudiante e, y para cada una comprobar si estd en la asignatura
buscada. Para esto hacemos uso del hecho de que las listas son circulares.

°En caso contrario, se deberfan recorrer las listas de estudiantes o de asignaturas; o bien podriamos
usar sendas tablas de dispersién donde las claves sean identificadores o nombres, y los valores punteros a
los registros correspondientes. La eleccién depende del tipo de las operaciones requeridas.
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operacion CalculaNota (e, a: Puntero[tipo_registro]): Nota
m:= eT.pri_mat
mientras m # e hacer
tmp:= m7.sig_asi
mientras tmp7.clase # asignatura hacer
tmp:= tmp7.sig_asi
finmientras
si tmp = a entonces
devolver m7.nota
finsi
m:= mT.sig_est
finmientras
error( “Matricula no existente”)
Si nos fijamos en la figura 3.10, vemos que el anterior algoritmo utiliza la variable
m para recorrer las listas horizontalmente, empezando por e, mientras que con tmp las
recorreremos en sentido vertical. De forma similar, para listar los nombre de los estudiantes
matriculados en una asignatura a deberiamos recorrer las matriculas de esa asignatura y
encontrar el nombre del estudiante asociado a cada registro de matricula.
operacion ListarEstudiantes (a: Puntero[tipo_registro])
m:= aT.pri_mat
mientras m # a hacer
tmp:= m7].sig_est
mientras tmp7.clase # estudiante hacer
tmp:= tmp7.sig_est
finmientras
escribir( “Nombre del estudiante: ", tmpT.nombre)
m:= m7.sig_asi
finmientras

Evaluacién de la eficiencia

En cuanto a la utilizacion de memoria, si consideramos sélo la utilizada en las
matriculas (para comparar, en igualdad de condiciones, con las estructuras anteriores)
tenemos que cada registro de matricula contiene un entero y dos punteros, es decir ki +2k-
bytes. En total, necesitamos t(ki 4 2ky) bytes para las matriculas. Para los punteros de los
registros de estudiantes y asignaturas necesitariamos adicionalmente 2ko(n + m) bytes.

La utilizacién de memoria esta dentro de los mismos valores que aparecian en las es-
tructuras de listas simples. Para el ejemplo concreto manejado en los anteriores apartados,
la memoria necesaria por los registros de matriculas seria de 21,6 Mbytes.

Por otro lado, el tiempo de ejecucion de las operaciones mejora en algunos casos y
empeora en otros. Por ejemplo, la operacion CalculaNota debe recorrer una lista de ma-
triculas horizontalmente. Para cada elemento recorre la lista correspondiente en vertical.
Si tenemos ¢t matriculas, entonces las listas horizontales seran, en promedio, de tamano
t/n y las verticales t/m. El tiempo de la operacién CalculaNota en caso de no encontrarse
la matricula buscada estaria en O(t?/(nm)). Si llamamos p = t/(nm), al porcentaje de
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matriculas existentes en relacién al maximo posible (en el ejemplo anterior el 3%), el
orden de complejidad se puede expresar como O(t p).

Si nos fijamos en la operacion ListarEstudiantes, su funcionamiento es basicamente el
mismo, cambiando tnicamente el tratamiento que se hace después del bucle interno. En
este caso para una lista vertical, de tamano promedio ¢/m, se recorre una lista horizontal,
de tamanio promedio ¢/n. Nuevamente, el tiempo serfa un O(t?/(nm)) = O(t p). Lo mismo
tendriamos para una operacion ListarAsignaturas, para mostrar las asignaturas en las que
esta matriculado un estudiante, o para una operacién de eliminar, insertar o modificar
una matricula dada.

Si cada alumno tiene al menos una matricula, entonces n < t/n < t p < t,y
O(t) = O(t + n); si cada asignatura tiene como minimo un estudiante, entonces m <
t/m<tp<t, yO(t)=O(t+m). De acuerdo con esto, la estructura de listas multiples,
con un O(t p), supone un término medio entre las estructuras de listas, que oscilan entre
O(t/n) 6 O(t/m) y O(t+mn) 6 O(t +m).

Es mas, es posible mejorar la eficiencia de la estructura de listas miiltiples, a costa
de usar méas memoria. Para ello, en la definicién del tipo tipo_registro cambiamos los
atributos de matricula para anadir también el identificador del estudiante y de la asignatura
correspondientes. La definicion seria:
tipo

tipo_registro = registro

matricula: (nota: Nota; id_est, id_asi: entero; sig_est, sig_asi: Puntero[tipo_registro])
finregistro

Con esta definicion estamos anadiendo informaciéon redundante. Pero, en compen-
sacion, esa informacién nos puede permitir ahorrar muchos pasos de recorrido. Por ejem-
plo, para buscar una matricula concreta del estudiante e en la asignatura a, sélo ten-
driamos que recorrer la lista horizontal del estudiante e y para cada matricula comprobar
el campo id_asi. El tiempo serfa ahora O(t/n), en lugar de O(t p). Lo mismo pasaria con
las operaciones para listar asignaturas o estudiantes.

La memoria que necesitariamos con la versién redundante de las listas multiples
serfa t(3k; + 2ks) bytes. En el ejemplo concreto, pasamos de 21,6 Mbytes a 36 Mbytes.
No obstante, el ahorro de tiempo puede merecer la pena.

En la tabla 3.2 se muestra comparativamente la memoria y el tiempo de ejecucion de
algunas operaciones, para las distintas estructuras de representaciéon de matrices escasa
vistas en esta seccion. Se puede concluir que las listas multiples ofrecen unos valores de
eficiencia razonables, con un uso de memoria reducido.

Ejercicios resueltos

Ejercicio 3.1 Para almacenar conjuntos de niimeros enteros usamos tablas de dispersion.
Como se espera que los conjuntos representados sean pequenos, definimos el tamano de
tabla B = 15. La funcién de dispersién es h(z) = |22/10] mod 15. Mostrar las tablas de
dispersién resultantes de insertar (en este orden) los elementos: 72, 23, 4, 5, 12, 25, 6, 2,
33, 24, 49, 74, usando las siguientes técnicas:



