Programa de teoria

Parte |. Estructuras de Datos.
. Abstracciones y especificaciones.
. Conjuntos y diccionarios.
. Representaciéon de conjuntos mediante arboles.
. Grafos.
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Parte Il. Algoritmica.
1. Analisis de algoritmos.
2. Divide y venceras.
3. Algoritmos voraces.
—} 4. Programacion dinamica.
5. Backtracking.
6. Ramificacion y poda.
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PARTE II: ALGORITMICA

Tema 4. Programacion dinamica.
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4.1. Método general.

* La base de la programacion dinamica es el
razonamiento inductivo: ;como resolver un problema
combinando soluciones para problemas mas pequefios?

+ Laidea es la misma que en divide y venceras... pero
aplicando una estrategia distinta.

* Similitud:

— Descomposicion recursiva del problema.
— Se obtiene aplicando un razonamiento inductivo.

» Diferencia:

— Divide y venceras: aplicar directamente la formula
recursiva (programa recursivo).

— Programacién dinamica: resolver primero los problemas
mas pequenos, guardando los resultados en una tabla

(programa iterativo).
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4.1. Método general.

* Ejemplo. Calculo de los numeros de Fibonacci.
1 Sin<2
FN =Y Fm-1)+Fn-2) Sin>2

* Con divide y venceras.
operacioén Fibonacci (n: entero): entero
si n<2 entonces devolver 1
sino devolver Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2)

+ Con programacion dinamica.
operacion Fibonacci (n: entero): entero
T[1]:=1; T[2]:=1
parai:=3, ..., n hacer
T[i]:= T[i-1] + T[i-2]

devolver T[n]
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4.1. Método general.
* Los dos usan la misma férmula recursiva, aunque de
forma distinta.

+ ¢ Cual es mas eficiente?
+ Con programacioén dinamica: O(n)
+ Con divide y venceras:

— Problema: Muchos calculos estan repetidos.
— El tiempo de ejecucion es exponencial: ©(1,62")
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4.1. Método general.

Métodos ascendentes y descendentes

+ Métodos descendentes (divide y venceras)
— Empezar con el problema original y descomponer
recursivamente en problemas de menor tamafo.
— Partiendo del problema grande, descendemos hacia
problemas mas sencillos.
+ Métodos ascendentes (programacion dinamica)

— Resolvemos primero los problemas pequefios (guardando
las soluciones en una tabla). Después los vamos
combinando para resolver los problemas mas grandes.

— Partiendo de los problemas pequefios avanzamos hacia
los mas grandes.
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4.1. Método general.

* Ejemplo. Algoritmo de Floyd, para calcular los
caminos minimos entre cualquier par de nodos de un
grafo.

* Razonamiento inductivo: para calcular los caminos
minimos pudiendo pasar por los k primeros nodos
usamos los caminos minimos pasando por los k-1
primeros.

* D,(i, j): camino minimo de i a j pudiendo pasar por los
nodos 1, 2, ..., k.

D)= I - oo
min(D,_4(i, j), D,.4(i, k) + D, 4(K, j)) Si k>0

D,(i, j) — caminos minimos finales
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4.1. Método general.

* Ejemplo. Algoritmo de Floyd.
» Aplicacion de la férmula:
— Empezar por el problema pequefio: k =0
— Avanzar hacia problemas mas grandes: k=1, 2, 3, ...

» ¢ Como se garantiza que un algoritmo de programacién
dinamica obtiene la solucién correcta?

* Una descomposicidn es correcta si cumple el
Principio de optimalidad de Bellman:

La solucién 6ptima de un problema se obtiene

combinando soluciones 6ptimas de subproblemas.
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4.1. Método general.

» O bien: cualquier subsecuencia de una secuencia
optima debe ser, a su vez, una secuencia optima.

« Ejemplo. Si el camino minimo de A a B pasa por C,
entonces los trozos de caminode AaC,ydeCaB
deben ser también minimos.

» Ojo: el principio no siempre es aplicable.

+ Contraejemplo. Si el camino simple mas largo de A a
B pasa por C, los trozos de A a C y de C a B no tienen
por qué ser soluciones optimas.
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4.1. Método general.

Pasos para aplicar programacion dinamica:

1) Obtener una descomposicion recurrente del
problema:

- Ecuacion recurrente.
- Casos base.
2) Definir la estrategia de aplicacion de la formula:
- Tablas utilizadas por el algoritmo.
- Orden y forma de rellenarlas.

3) Especificar cdmo se recompone la solucién final a
partir de los valores de las tablas.

* Punto clave: obtener la descomposicidn recurrente.
* Requiere mucha “creatividad”...
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4.1. Método general.

Cuestiones a resolver en el razonamiento inductivo:

— ¢,Como reducir un problema a subproblemas mas
simples?

— ¢ Qué parametros determinan el tamano del problema
(es decir, cuando el problema es “mas simple”)?

Idea: ver lo que ocurre al tomar una decision concreta
- interpretar el problema como un proceso de toma de
decisiones.

Ejemplos. Floyd. Decisiones: Pasar o no pasar por un
nodo intermedio.

Mochila 0/1. Decisiones: coger o no coger un objeto
dado.
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4.2. Analisis de tiempos de ejecucion.

La programacion dinamica se basa en el uso de tablas
donde se almacenan los resultados parciales.

En general, el tiempo sera de la forma:

Tamarno de la tabla*Tiempo de rellenar cada
elemento de la tabla.

Un aspecto importante es la memoria puede llegar a
ocupar la tabla.

Ademas, algunos de estos calculos pueden ser
innecesarios.
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4.3. Ejemplos de aplicacion.
4.3.1. Problema de la mochila 0/1.

» Como el problema de la mochila, pero los objetos no se
pueden partir (se cogen enteros o nada).

« Datos del problema:
— n: numero de objetos disponibles.
— M: capacidad de la mochila.
— p =(pP4s P2 ---» P,) PESOS de los objetos.
— b =(by, b,, ..., b,) beneficios de los objetos.

* Formulacion matematica:

Maximizar 2 x, b;; sujeto a la restriccion X x;p;< M, y x,€{0,1}
i=1..n i=1.n
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4.3.1. Problema de la mochila 0/1.
 Ejemplo:n=4,M=7

b=(2,3,4,5)

p=(1,2,3,4)

* ¢ Qué solucion devuelve el algoritmo voraz para el
problema de la mochila?

* ¢ Qué solucién devuelve el algoritmo voraz adaptado al
caso 0/1 (o se coge un objeto entero o0 no)?

» ¢ Cual es la solucién 6ptima?
* Ojo: el problema es un NP-completo clasico.
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4.3.1. Problema de la mochila 0/1.

+ Ejemplo:n=2; M =100
b = (2, 190)
p = (1, 100)

+ ¢ Qué solucién devuelve el algoritmo voraz para el
problema de la mochila?

« ¢ Qué solucion devuelve el algoritmo voraz adaptado al
caso 0/1 (o se coge un objeto entero o0 no)?

+ ¢ Cual es la solucién 6ptima?
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4.3.1. Problema de la mochila 0/1.
» Aplicamos programacién dinamica al problema...

Paso 1)
+ ¢ Como obtener la descomposicion recurrente?

* Interpretar el problema como un proceso de toma de
decisiones: coger 0 no coger cada objeto.

» Después de tomar una decision particular sobre un
objeto, nos queda un problema de menor tamafio (con
un objeto menos).

+ ¢ Coger o no coger un objeto?

Coger n + Resolver(1..n-1)
Resolver(1..n) <
No coger n + Resolver(1..n-1)
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4.3.1. Problema de la mochila 0/1.
» ¢ Coger o no coger un objeto k?
- Si se coge: tenemos el beneficio b,, pero en la
mochila queda menos espacio, p,.

- Si no se coge: tenemos el mismo problema pero con
un objeto menos por decidir.

» ¢ Qué varia en los subproblemas?
— Numero de objetos por decidir.
— Peso disponible en la mochila.

» Ecuacién del problema. Mochila(k, m: entero): entero
Problema de la mochila 0/1, considerando sélo los k
primeros objetos (de los n originales) con capacidad de
mochila m. Devuelve el valor de beneficio total.
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4.3.1. Problema de la mochila 0/1.

» Definicién de Mochila(k, m: entero): entero

— Si no se coge el objeto k:
Mochila(k, m) = Mochila(k - 1, m)

— Si se coge:
Mochila(k, m) = b, + Mochila(k - 1, m - p,)

— Valor éptimo: el que dé mayor beneficio:
Mochila(k, m) = max { Mochila(k - 1, m),

b, + Mochilatk - 1, m-p,) }

+ Casos base:
— Si m=0, no se pueden incluir objetos: Mochila(k, 0) =0
— Si k=0, tampoco se pueden incluir: Mochila(0, m) =0
— ¢Y sim o k son negativos?

A.E.D. 18
Tema 4. Programacion dinamica.




4.3.1. Problema de la mochila 0/1.

» Casos base:
— Sim o k son negativos, el problema es irresoluble:
Mochila(k, m) = -c0
* Resultado. La siguiente ecuacion obtiene la solucion
optima del problema:
0 Si k=0 6 m=0
Mochila(k, m) =< -0 Si k<0 6 m<0
max {Mochila(k-1, m), b, + Mochila(k-1, m-p,)}

» ¢ Como aplicarla de forma ascendente?
» Usar una tabla para guardar resultados de los subprob.

* Rellenar la tabla: empezando por los casos base,
avanzar a tamafos mayores.
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4.3.1. Problema de la mochila 0/1.
Paso 2) Definicion de las tablas y como rellenarlas

2.1) Dimensiones y tamaio de la tabla

» Definimos la tabla V, para guardar los resultados de los
subproblemas: V[i, j] = Mochila(i, j)

 La solucion del problema original es Mochila(n, M).

» Por lo tanto, la tabla debe ser:
V: array [0..n, 0..M] de entero

» Fila 0 y columna 0O: casos base de valor 0.
» Los valores que caen fuera de la tabla son casos base
de valor -co.
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4.3.1. Problema de la mochila 0/1.

2.2) Forma de rellenar las tablas:
* Inicializar los casos base:
VI[i, 0]:=0; V[0, j]:=0
* Paratodoidesde 1 hastan
Para todo j desde 1 hasta M, aplicar la ecuacion:
V[i, jl:= max (V[i-1, I, b+ V[i-1, j-p])

 El beneficio 6ptimo es V[n, M] /

Ojo: si j-p; es negativo, entonces
es el caso -0, y el maximo sera
siempre el otro término.
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4.3.1. Problema de la mochila 0/1.
- Ejemplo. n=3, M= 6, p= (2, 3, 4), b= (1, 2, 5)
j

V| o 1 2 3 4 5 6
0 0 0 0 0 0 0 0
| 1 0 0 1 1 1 1 1
2 0 0 1 2 2 3 3
3 0 0 1 2 5 5 6

» ¢ Cuanto es el orden de complejidad del algoritmo?
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4.3.1. Problema de la mochila 0/1.
Paso 3) Recomponer la solucion éptima

* V[n, M] almacena el beneficio 6ptimo, pero ¢ cual son
los objetos que se cogen en esa solucién?

+ Obtener la tupla solucion (x,, X,, ..., X,) usando V.

* ldea: partiendo de la posicidon V[n, M], analizar las

decisiones que se tomaron para cada objeto i.

— Si VI[i, j] = V[i-1, j], entonces la solucion no usa el objeto i
>x:=0

— Si VI[i, j] = VIi-1, j-p] + b;, entonces si se usa el objeto i
> X;:=1

— Si se cumplen ambas, entonces podemos usar el objeto i
0 no (existe mas de una solucién éptima).
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4.3.1. Problema de la mochila 0/1.
3) Como recomponer la solucién 6ptima

=P
parai:=n, ..., 1 hacer
si VI[i, j] == V[i-1, j] entonces

X[i]:==0
sino / Vi, jl == VI[i-1, j-p] + b;
X[i]:==1
=i-p
finsi
finpara

» Aplicar sobre el ejemplo anterior.

A.E.D. 24
Tema 4. Programacion dinamica.




4.3.1. Problema de la mochila 0/1.

» ¢ Cuanto sera el tiempo de recomponer la solucion?

» ¢ Como es el tiempo en relacion al algoritmo de
backtracking y al de ramificacién y poda?

* ¢ Qué pasa si multiplicamos todos los pesos por 10007

» ¢Se cumple el principio de optimalidad?
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4.3.2. Problema del cambio de monedas.

* Problema: Dado un conjunto de n tipos de monedas,
cada una con valor ¢;, y dada una cantidad P, encontrar
el numero minimo de monedas que tenemos que usar
para obtener esa cantidad.

» El algoritmo voraz es muy eficiente, pero solo funciona
en un numero limitado de casos.

» Utilizando programacién dinamica:
1) Definir el problema en funcién de problemas mas pequefios
2) Definir las tablas de subproblemas y la forma de rellenarlas
3) Establecer cémo obtener el resultado a partir de las tablas
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4.3.2. Problema del cambio de monedas.
1) Descomposicion recurrente del problema
* Interpretar como un problema de toma de decisiones.
» ¢ Coger o no coger una moneda de tipo k?
- Si se coge: usamos 1 mas y tenemos que devolver
cantidad ¢, menos.
- Si no se coge: tenemos el mismo problema pero
descartando la moneda de tipo k.
» ¢ Qué varia en los subproblemas?
— Tipos de monedas a usar.
— Cantidad por devolver.

» Ecuacion del problema. Cambio(k, q: entero): entero
Problema del cambio de monedas, considerando sdlo los k
primeros tipos, con cantidad a devolver q. Devuelve el
numero minimo de monedas necesario.
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4.3.2. Problema del cambio de monedas.

» Definicién de Cambio(k, q: entero): entero
— Si no se coge ninguna moneda de tipo k:
Cambio(k, q) = Cambio(k - 1, q)
— Si se coge 1 moneda de tipo k:
Cambio(k, q) =1 + Cambio(k, q - ¢,)
— Valor é6ptimo: el que use menos monedas:
Cambio(k, q) = min { Cambio(k - 1, q),
1 + Cambio(k, g - ¢,) }
+ Casos base:
— Si =0, no usar ninguna moneda: Cambio(k, 0) =0
— En otro caso, si q<0 6 k=<0, no se puede resolver el
problema: Cambio(q, k) = +x©
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4.3.2. Problema del cambio de monedas.
« Ecuacion recurrente:
0 Si q=0
Cambio(k, q) = 4+ Sigq<0 6 k=<0
min {Cambio(k-1, q), 1 + Cambio(k, g-c,)}

2) Aplicacién ascendente mediante tablas
» Matriz D - DJi, j] = Cambio(i, j)

* D: array [1..n, 0..P] de entero Ojo si cae fuera
parai:= 1, ..., n hacer DJ[i, 0]:= 0 de la tabla.

parai=1, .., n hacer /
paraj:=1, ..., P hacer
D[i, jl:= min(D[i-1, jl, 1+D[i, j-c])
devolver D[n, P]
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4.3.2. Problema del cambio de monedas.

* Ejemplo. n=3,P=8,¢c=(1, 4, 6)
j

D 0 1 2 3 4 5 6 7 8

1 o | 1| 23| 4|56/ 7|8
c.=1

Hl 2 o 1| 213|121 3] 4] 2
c,=4

S ol 1l 213l 12111 2]:2
c,=6

» ¢ Cuanto es el orden de complejidad del algoritmo?
» ¢ Como es en comparacioén con el algoritmo voraz?
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4.3.2. Problema del cambio de monedas.

3) Como recomponer la solucién a partir de la tabla

» ¢ Como calcular cuantas monedas de cada tipo deben
usarse, es decir, la tupla solucion (x;, X, ..., X,,)?

* Analizar las decisiones tomadas en cada celda,
empezando en D[n, P].

» ¢ Cual fue el minimo en cada DIi, j]?
— D[i - 1, j] =2 No utilizar ninguna moneda mas de tipo i.
— DIi, j - C[i]] + 1 = Usar una moneda mas de tipo i.

* Implementacion:

x: array [1..n] de entero
- x[i] = numero de monedas usadas de tipo i
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4.3.2. Problema del cambio de monedas.
3) Como recomponer la solucién a partir de la tabla

x:=(0,0,..,0)
ii=n
=P

mientras (i#0) AND (j#0) hacer
si D[i, j] == DI[i-1, j] entonces
i=i-1

sino
X[i]:= x[i] + 1
j=i-c
finsi
finmientras

+ ¢ Qué pasa si hay varias soluciones 6ptimas?

* Y si no existe ninguna solucién valida?
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4. Programacion dinamica.

Conclusiones

* El razonamiento inductivo es una herramienta muy
potente en resolucidn de problemas.

» Aplicable no sdélo en problemas de optimizacion.

+ ¢ Cbomo obtener la formula? Interpretar el problema
como una serie de toma de decisiones.

+ Descomposicion recursiva no necesariamente implica
implementacién recursiva.

* Programacion dinamica: almacenar los resultados
en una tabla, empezando por los tamanos pequefios
y avanzando hacia los mas grandes.
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